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PRESENTACION 


Me agrado saber que Hugo Medina Guzman estaba por publicar un texto sobre Ffsica. Habfa 


dos razones suficientes para este sentimiento. Por un lado, tenia curiosidad de saber lo que 
podrfa aportar un texto mas de Ffsica sobre los otros ya disponibles. Por otro lado, conozco de 
la larga carrera de Hugo Medina como cultor de la ensenanza de [a Ffsica, y tenia curiosidad 
de ver como este compromiso como docente y experiencia se manifestarfan en su texto. Tuve 
la suerte de conocer al Ing. Jose Castro Mendfvil en su taller, donde desplego una destacada 
labor en el diseno y construccion de equipo de laboratorio para la ensenanza de la Ffsica. 
Considero que Hugo es un digno discfpulo del Ing. Castro Mendfvil e igualmente ha dedicado 
una fraccion considerable de su tiempo a la docencia, y al diseno y construccion de equipo de 
laboratorio para resaltar los conceptos basicos de la Ffsica. 

He revisado el contenido de este texto y veo con gran satisfaccion que su autor utiliza un 
enfoque muy acertado. Toma como punto de partida una observacion experimental y a partir 
de allf desarrolla los conceptos ffsicos que permiten interpretar esta observacion utilizando la 
formulacion matematica mas sencilla. Todo esto lo hace con el detalle suficiente de manera 
que el lector pueda seguir el argumento logico con facilidad. Considero que este es un gran 
aporte de este texto. Este enfoque contrasta con textos que enfatizan la formulacion 
matematica y dejan al alumno huerfano de una orientacion para aplicarla a una realidad ffsica 
concreta. 

El contenido de temas de la Ffsica General que son desarrollados en este texto se ajusta al 
programa de estudios de la PUCP. El desarrollo de cada tema incluye ejemplos bien 
seleccionados que son desarrollados con un detalle muy esmerado. Al final de cada capftulo 
se incluye un conjunto de preguntas y problemas propuestos; se incluye las respuestas. 
Algunos problemas plantean configuraciones complejas pero que contienen ciertas 
propiedades de simetrfa que permiten su reduccion a configuraciones sencillas. Al final del 
texto encontramos un listado de referencias bibliograficas a un buen numero de textos de 
Ffsica General que han servido de consulta al autor. 

En general, considero que este texto constituye una representacion grafica de la obra cotidiana 
que Hugo ha venido desarrollando durante su carrera docente y, por lo tanto, es un aporte muy 
valioso para la comunidad academica y publico en general. 


Lima, julio de 2007 
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PROLOGO 

Los estudiantes a menudo se preguntan por que llevan un curso de Fisica. La mejor razon por la que se 
estudia Fisica es porque proporciona un metodo coherente y logico para comprender el mundo que nos 
rodea; una persona que comprende lo que sucede a su alrededor, es capaz de convivir en su entorno de 
manera racional y efectiva. Sin embargo, en ocasiones los estudiantes ignoran el potencial que tiene la 
Fisica para explicar el entorno en terminos faciles de entender; 

Este libro tiene por objeto brindar a los estudiantes de la Fisica General una ayuda para dominar los 
principios fisicos que son la base de la tecnologia moderna. En este libro se asume que los estudiantes 
tienen una base de algebra, geometria, y trigonometric. Es mucho mas compacto que los libros de 
texto tradicionales, proporciona muchos ejemplos trabajados y pide resolver problemas 
Este libro sera util tambien como texto para una persona que repasa o que consolida su conocimiento 
de la Fisica. 

La discusion y las explicaciones narrativas son suficientemente claras y completas para poder utilizar 
el libro o como texto, o como suplemento a un texto mas amplio. 

La forma de aprender la fisica es trabajar realmente con problemas. A1 usar este libro, el estudiante 
debe ser activo. Debe intentar trabajar cada uno de los problemas y los ejemplos. Debe mirar las 
soluciones solamente si no logra dar con el camino a su solucion. 

Los ejemplos en este libro estan trabajados exhaustivamente, de modo que puedan servir como 
modelos para el propio trabajo de los estudiantes. En este sentido se considera que los estudiantes se 
benefician al observar los calculos realizados en mas de una manera, por lo que se han incluido varios 
metodos para efectuar los calculos. 

Ademas, se tuvo especial cuidado en incluir problemas y preguntas que combinan el material del 
capitulo en cuestion, con material de capitulos anteriores. Tales problemas y preguntas destacan el 
hecho importante de que diversas areas de la Fisica se manifiestan de manera simultanea en el mundo 
real. Ademas, este metodo de temas multiples proporciona una manera para que los estudiantes 
repasen lo estudiado y ayuda a mejorar la habilidad para resolver problemas. 

El diseno grafico es de gran importancia, y para mejorar su funcion se ha intentado enfocar solamente 
una idea principal en cada figura en lo posible. Por consiguiente, las figuras del libro a menudo se 
dividen en dos o mas partes, para evitar la confusion de mezclar varias ideas en la misma figura. 

Los profesores conocen la importancia de los diagramas de cuerpo libre cuando utilizan la segunda ley 
de movimiento de Newton, y todos los estudiantes aprenden de ellos a medida que estudian Fisica. 
Tales diagramas se utilizan en todo el libro, no solamente en los primeros capitulos en los que se 
presenta y aplica la segunda ley de Newton. Por ejemplo, cuando se analiza la relacion en las 
oscilaciones, tambien entre la presion y profundidad en un fluido, el analisis se simplifica 
considerablemente por medio de un diagrama de cuerpo libre. De manera semejante, cuando se deduce 
la expresion para la rapidez de una onda transversal en una cuerda, un diagrama de cuerpo libre es 
muy util. 

Cifras significativas. A lo largo de todo el libro se siguen los procedimientos normales para las cifras 
significativas. 

Se espera que el esfuerzo en la elaboracion de este libro sea de utilidad tanto para los estudiantes como 
para los profesores. Toda opinion al respecto sera bienvenida. 


Hugo Medina Guzman 
Lima Peru 
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Capitulo 1. INTRODUCCION AL CURSO 


<,QUE ES LA FISICA? 

La fisica es una ciencia dedicada a la comprension de 
los fenomenos naturales que ocurren en el uni verso. 
El objetivo principal del estudio cientifico es 
desarrollar teorias fisicas basadas en leyes 
fundamentales que permitan predecir los resultados 
de algunos experimentos. Las leyes de la fisica tratan 
de describir los resultados de observaciones 
experimentales y de mediciones cuantitativas de los 
procesos naturales. 

La fisica es la ciencia mas simple porque estudia los 
sistemas mas simples. La fisica es la base de todas las 
demas ciencias. 

La relacion entre la fisica y la ingenieria es mas 
directa que la que existe entre la fisica y cualquier 
otra ciencia. En la ingenieria se trabaja con sistemas a 
los que se aplica inmediatamente los principios de la 
fisica. Cualquiera sea la rama de la ingenieria o de la 
ciencia a la que uno se dedique, va a encontrar a cada 
paso la aplicacion de las nociones que aprendio en la 
fisica. Siempre se encontraran utiles los conceptos 
especificos de la fisica, las tecnicas que se emplean 
para resolver los problemas, la forma de pensar que 
se adquiere en el estudio de la fisica. 

METODOLOGIA DE LA FISICA 

La metodologia que se usa tiene tres formas 
caracteristicas. 

La primera forma es el analisis de un sistema fisico 
que se realiza en base a las propiedades de sistemas 
mas sencillos, estos sistemas estan relacionados de 
algun modo importante con el sistema original, pero 
poseen un numero menor de factores en su 
comportamiento. Siendo estos mas sencillos se 
pueden investigar hasta entender bien sus 
propiedades, una vez que se obtenga el conocimiento 
de cada sistema se puede hacer una reconstruccion 
hasta lograr entender las propiedades del sistema 
original. 

La segunda forma parte del principio de que la fisica 
se fundamenta necesariamente en la experimentacion. 
A veces la teoria sugiere el experimento, pero mas 
frecuentemente un experimentador realiza el trabajo 
inicial en un area particular de la fisica y luego el 
fisico teorico sintetiza los resultados de los 
experimentos y perfecciona el entendimiento de su 
significado. 

La tercera se refiere al uso frecuente de las 
matematicas. La fisica estudia las interacciones entre 
objetos. Los objetos interaccionan de acuerdo a 
ciertas leyes, sean estas conocidas o no. Como las 
leyes fisicas son casi siempre cuantitativas, es 
esencial poder establecer relaciones logicas 
cuantitativas al estudiar los sistemas fisicos. Las 
reglas que gobiernan todas estas relaciones son objeto 
de las matematicas. Por eso se dice que la matematica 
es el lenguaje de la fisica. 

PARTES DE LA FISICA 


Actualmente la fisica se divide en dos clases: Fisica 
Clasica y Fisica Moderna. 

La fisica clasica se ocupa de los fenomenos y las 
leyes que se conocian hasta la final del siglo XIX. La 
fisica moderna se ocupa de los descubrimientos 
hechos desde entonces. 

La fisica clasica se subdivide en cierto numero de 
ramas que originalmente se consideraban autonomas: 
la mecanica, el electromagnetismo, la optica, la 
acustica y la termodinamica. 

La mecanica se ocupa del estudio del movimiento 
efectos fisicos que pueden influir sobre este. 

El electromagnetismo se ocupa del estudio de los 
fenomenos electricos y magneticos y las relaciones 
entre ellos. 

La optica se ocupa de los efectos fisicos que se 
asocian a la luz visible. 

La acustica al estudio de los efectos fisicos 
relacionados con los sonidos audibles. 

La termodinamica se ocupa de la generacion, el 
transporte y la disipacion del calor. 

Estas disciplinas que originalmente se desarrollaron 
independientemente, estan enlazadas por medio de la 
mecanica y el electromagnetismo. 

La fisica moderna se inicio a fines del siglo XIX, con 
el descubrimiento de cierto numero de fenomenos 
fisicos que entraban en conflicto con algunos 
conceptos de la fisica clasica. 

Basicamente, esas alteraciones conceptuales fueron 
de dos tipos. Una de ellas establecio el limite superior 
para las velocidades de las particulas a las que se 
aplicaban las leyes de la fisica clasica, esto se asocia 
a la Teoria de la Relatividad de Einstein. El segundo 
se puede considerar como el establecimiento de un 
limite inferior para las dimensiones lineales y de 
masa de los sistemas fisicos, para los que son validas 
las leyes clasicas, esto se asocia a la Teoria de la 
Mecanica Cuantica. Para poder comprender estas dos 
teorias modernas y los fenomenos de que se ocupan, 
es necesario estudiar primeramente las leyes de la 
fisica clasica. 

MAGNITUDES FISICAS: ESCALARES Y 
VECTORES. 

En la descripcion y estudio de los fenomenos fisicos 
se han desarrollado (y se desarrollan) conceptos 
abstractos muy especiales llamados magnitudes 
fisicas. Estas magnitudes se definen por medio de un 
conjunto de operaciones experimentales que permiten 
obtener un numero como medida de la magnitud en 
cualquier situacion. 

Esta definicion comprende dos pasos esenciales: 

1) La eleccion de una unidad de medida con 
multiplos y submultiplos y 

2) un proceso para comparar la magnitud a medir con 
la unidad de medida y establecer un numero (entero o 
fraccionario) como medida de la magnitud. Son 
ejemplos de magnitudes fisicas: la longitud, el area, el 
volumen, el tiempo, la masa, la energia, la 
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temperatura, la fuerza, la potencia, la velocidad, la 
aceleracion, etc. 

Llamamos magnitud fisica a aquella propiedad de un 
cuerpo que puede ser medida. La masa, la longitud, la 
velocidad o la temperatura son todas magnitudes 
fisicas. El aroma o la simpatia, puesto que no pueden 
medirse, no son magnitudes fisicas. Las medidas de 
las magnitudes se realizan mediante las unidades de 
medida, establecidas por la Union Internacional de 
Pesas y Medidas (UIPM), que forman el Sistema 
Internacional de unidades (S. I.), aunque existen otras 
unidades que se siguen usando por tradicion (como el 
kilate, que se emplea para medir la masa de las 
piedras preciosas). 

Magnitud escalar. Para muchas magnitudes fisicas 
basta con indicar su valor para que esten 
perfectamente definidas. Asi, por ejemplo, si decimos 
que Jose Antonio tiene una temperatura de 38 °C, 
sabemos perfectamente que tiene fiebre y si Rosa 
mide 165 cm de altura y su masa es de 35 kg, esta 
claro que es sumamente delgada. Cuando una 
magnitud queda definida por su valor recibe el 
nombre de magnitud escalar. 

Magnitudes vectoriales. Otras magnitudes, con su 
valor numerico, no nos suministran toda la 
informacion. Si nos dicen que Daniel corrfa a 20 
km/h apenas sabemos algo mas que al principio. 
Deberfan informarnos tambien desde donde coma y 
hacia que lugar se dirigia. Estas magnitudes que, 
ademas de su valor precisan una direccion se llaman 
magnitudes vectoriales, ya que se representan 
mediante vectores. En este tema estudiaremos los 
vectores y sus propiedades. 

UNIDADES. SISTEMA INTERNACIONAL DE 
UNIDADES. 

MEDICION. La fisica es una ciencia experimental. 
Los experimentos requieren mediciones cuyos 
resultados suelen describirse con numeros. Cualquier 
numero empleado para describir cuantitativamente un 
fenomeno fisico se denomina cantidad fisica. Dos 
cantidades fisicas que describen a una persona son su 
peso y su altura. Algunas cantidades fisicas son tan 
basicas que solo podemos definirlas describiendo la 
forma de medirlas, es decir, con una definicion 
operativa. Ejemplos de esto son medir una distancia 
con una regia, o un intervalo de tiempo con un 
cronometro. En otros casos definimos una cantidad 
fisica describiendo la forma de calcularla a partir de 
otras cantidades medibles. Asi, podriamos definir la 
velocidad media de un objeto como la distancia 
recorrida (medida con una regia) dividida por el 
tiempo de recorrido (medido con un cronometro). 

UNIDADES. Al medir una cantidad, siempre la 
comparamos con un estandar de referenda. Si 
decimos que un automovil mide 4,29 m, queremos 
decir que es 4,29 veces mas largo que una regia de 


medir, que por definicion tiene lm de largo. Este 
estandar define una unidad de la cantidad. El metro es 
una unidad de distancia, y el segundo, de tiempo. Al 
describir una cantidad fisica con un numero, siempre 
debemos especificar la unidad empleada; describir 
una distancia como "4,29" no significa nada. 

Las mediciones exactas y fiables exigen unidades 
inmutables que los observadores puedan duplicar en 
distintos lugares. El sistema de unidades empleado 
por los cientificos e ingenieros se denomina 
comunmente "sistema metrico", pero desde 1960 su 
nombre oficial es Sistema Internacional, o SI. 

Las definiciones de las unidades basicas del sistema 
metrico han evolucionado con los anos. Cuando la 
Academia Francesa de Ciencias establecio el sistema 
metrico en 1791, el metro se definio como una 
diezmillonesima parte de la distancia entre el Polo 
Norte y el Ecuador (ver figura). El segundo se definio 
como el tiempo que tarda un pendulo de lm de largo 
en oscilar de un lado a otro. Estas definiciones eran 
poco practicas y dificiles de duplicar con precision, 
por lo que se han sustituido por otras mas refinadas y 
por acuerdo internacional. 

Polo Norte 


IvcuuiJiir 


Unidades fundamentales 

Las fuerzas, velocidades, presiones, energias, en 
realidad todas las propiedades mecanicas, pueden 
expresarse en terminos de tres cantidades basicas: 
masa, longitud y tiempo. En el sistema SI, las 
unidades correspondientes son: 

Masa Kilogramo 

Longitud Metro 
Tiempo Segundo 

Estas unidades se conocen como unidades 
fundamentales. 

TIEMPO 

Desde 1889 a 1967, la unidad de tiempo se definio 
como una cierta fraccion del dia solar medio (el 
tiempo medio entre llegadas sucesivas del Sol al 
cenit). El estandar actual, adoptado en 1967, es 
mucho mas preciso; se basa en un reloj atomico que 
usa la diferencia de energia entre los dos estados 
energeticos mas bajos del atomo de cesio. Cuando se 
bombardea con microondas de una determinada 
frecuencia, los atomos de cesio sufren una transicion 
entre dichos estados. Se define un segundo como el 
tiempo requerido por 9 192 631 770 ciclos de esta 
radiacion. 

LONGITUD 
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En 1960 se establecio tambien un estandar atomico 
para el metro, usando la longitud de onda de la luz 
naranja emitida por atomos de kripton ( 86 Kr) en un 
tubo de descarga de luz. En noviembre de 1983 el 
estandar se modified de nuevo, esta vez de forma mas 
radical. Se definio que la velocidad de la luz en el 
vacio es exactamente 299 792 458 m/s. Por 
definicion, el metro es consecuente con este numero y 
con la definicion anterior del segundo. Asi, la nueva 
definicion de metro es la distancia que recorre la luz 
en el vacio en 1/299 792458 s. Este es un estandar de 
longitud mucho mas preciso que el basado en una 
longitud de onda de la luz. 

MASA 

El estandar de masa, el kilogramo, se define como la 
masa de un determinado cilindro de aleacion platino- 
iridio que se guarda en la Oficina Intemacional de 
Pesos y Medidas en Sevres, cerca de Paris. Un 
estandar atomico de masa, seria mas fundamental, 
pero aun no podemos medir masas a escala atomica 
con tanta exactitud como a escala macroscopica. 

Unidades derivadas 

Las cantidades que interesan a los cientificos no se 
limitan a masa, longitud y tiempo. A menudo el 
comportamiento de objetos se describe en terminos 
de sus velocidades; hay que identificar las fuerzas que 
actuan sobre los cuerpos; se paga por la energia que 
consumen los aparatos domesticos y nos interesa la 
potencia que pueda desarrollar un motor; la presion 
atmosferica es un indicador util de las condiciones del 
tiempo. Todas las anteriores propiedades, 
aparentemente dispares, que se miden en metros por 
segundo (velocidad), newton (fuerza), joules 
(energia), watts (potencia) y pascales (presion), 
finalmente se pueden expresar como productos de 
potencias de masa, longitud y tiempo. Esas unidades, 
por tanto, se conocen como unidades derivadas, para 
distinguirlas de las tres unidades fundamentals. 

Prefijos comunmente encontrados. Utilizamos con 
frecuencia prefijos para obtener unidades de un 
tamano mas conveniente. Ejemplos de prefijos 
comunmente encontrados: 

1 manometro = 1 nm = 10' 9 m (un poco mas grande 
que el diametro del atomo) 

1 micrometro =1 jUm =10' 6 m (una celula de sangre 
humana es aproximadamente de 7 JU m) 

1 milimetro = 1 mm = 10 3 m (el carbon del lapiz es 
aproximadamente de 0,5 milimetros en diametro) 

1 centimetre = 1 cm =10‘ 2 m (el diametro de un 
boligrafo) 

1 kilometre = 1 km = (1000 m) 

1 microgramo = 1 fl g =10‘ 6 g = l" 9 kg (masa de una 

particula pequena de polvo) 

1 miligramo = 1 mg = 10‘ 3 g = 10‘ 6 kg (una gota de 
agua es aproximadamente 2 mg) 

1 gramo = 1 g = 10 3 kg (la masa de un clip para papel 
es de aproximadamente 1 g) 


1 nanosegundo = 1 ns =10' 9 s (tiempo en el que la luz 
viaja 30 m) 

1 microsegundo = 1 JU s = 10‘ 6 s (tiempo en el que 
una bala del rifle viaja 1 JU m) 

1 milisegundo = 1 ms = 10‘ 3 s (cerca de 14 ms entre 
los latidos del corazon) 


CONVERSION DE UNIDADES 

Algunas veces encontramos los datos dados en 
unidades distintas al sistema SI. En este caso 
debemos convertir las unidades al sistema SI usando 
los factores conocidos de conversion. 

La tabla siguiente muestra tales factores. 


Factores de Conversion 
Longitud 

1 pulgada (in) = 2,54 centimetres (cm) 

1 pie (ft) = 0,3048 metro (m) 

1 milla (mi) = 5280 ft = 1,609 kilometres (km) 
lm = 3,281 ft 
1 km= 0,6214mi 


1 angstrom 


f ° ^ 

A 

v J 


= 10 10 m 


1 ano luz = 9,461 x 10 15 m 
1 unidad astronomica (AU) = 1,496 x 10 n m 
1 parsec (pc) 3,09 x 10 16 m 

Masa 

1 slug = 14,59 kilogramos (kg) 

1 kg = 1000 gramos = 6,852 x 10' 2 slug 
1 unidad de masa atomica (amu) = 1,6605 x 10‘ 27 kg 
(1 kg tiene un peso de 2,205 lb donde la aceleracion 
de la gravedad es 32,174 ft/s 2 ) 

Tiempo 

1 dia =24 h= 1,44 x 10 3 min = 8,64 x 10 4 s 
1 ano = 365,24 dias = 3,156 x 10 7 s 
1 hora (h) =60min =3600s 

Velocidad 


1 mi/h = 1,609 km/h = 1,467 ft/s 0,4470 m/s 
1 km/h = 0,6214 mi/h = 0.2778 m/s 0,9113 ft/s 

Volumen 

1 litre (L) = 10 m 3 = 1000 cm 3 = 0,353 1 ft 3 
1 ft 3 = 0,02832 m 3 = 7,481 U.S. galones (gal) 

1 U.S. gal = 3,785 x 10 m 3 = 0,1337 ft 3 

Fuerza 

1 pound (lb) = 4,448 Newton (N) 

1 N = 10 Dinas = 0,2248 lb 
Trabajo y Energia 
1 joule (J) = 0,7376 ft.lb = 10 7 ergios 
1 kilogramo-caloria (kcal) = 4186 J 
1 Btu (60°F) = 1055 J 
1 kilowatt-hora (kWh) = 3,600 x 10 6 J 
1 electron volt (eV) = 1,602 x 10' 19 J 
Angulo 

1 radian (rad) = 57,30° 

1° = 0,0 1745 rad 

Presion 

1 pascal (Pa) 1 N/m 2 = 1,450 x 10 4 lb/in 2 
1 lb/in 2 = 6.895 x 10' 5 Pa 
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1 atmosfera (atm)= 1,013 x 10 Pa= 1,013 bar = 14,70 
lb/in 2 = 760 torr 

Potencia 

1 horsepower (hp) = 550 ft.lb/s = 745,7 W 
1 watt (W) = 0,7376 ft.lb/s 

ANALISIS DIMENSIONAL 

La especificacion numerica de una cantidad ffsica 
depende de las unidades que se empleen. Por 
ejemplo, aunque una distancia se mida en unidades de 
metros o pies o millas siempre sera una distancia. Se 
dice que su dimension es de longitud, la 
denominacion no depende del sistema de unidades 
empleado. 

Los simbolos usados para especificar la longitud, la 
masa y el tiempo son L, M y T, respectivamente. 

Para denotar las dimensiones de una cantidad se usan 

corchetes, por ejemplo de distancia \i\ = L, de 

velocidad [v] = L/T, de area [a] = L 2 . 

Entre sus aplicaciones tenemos: 

a) Verificacion de una formula especifica. El 

analisis dimensional utiliza el hecho de que las 
dimensiones se pueden tratar como cantidades 
algebraicas (se pueden sumar y restar solo si se tienen 
las mismas dimensiones). 

Si una ecuacion se lee 
A = B + C 

Los terminos A, B, y C deben tener las mismas 
dimensiones. 


Ejemplo 1. Verificar la formula siguiente 

1 2 

X = x 0 + vt H— at , donde xy xq representan 


distancias, v es velocidad, a es aceleracion y t es un 
intervalo de tiempo. 

Solucion. 

Como 


M=k]+M+ 



= L 


Y las dimensiones de la velocidad son L/T y de la 
aceleracion L/T 2 , tenemos: 



Podemos ver que esta formula es correcta porque 
todos los terminos tienen la dimension de longitud. 


b) Desarrollo de ecuaciones. Esto lo podemos ver en 
el ejemplo de encontrar la distancia recorrida por un 
cuerpo en caida libre. 

Pongamos que esta caida puede depender de la masa, 
la aceleracion de la gravedad y del tiempo. 

x = f(m,g,t) 

El procedimiento para el analisis dimensional es 
poner la expresion en la forma 


x oc m a g b t c 

Donde a, by c son exponentes que deben ser 
determinados y el simbolo oc indica 
proporcionalidad. Esta ecuacion es correcta 
unicamente si las dimensiones de ambos lados son 
iguales, como la dimension de x es de longitud, la 
dimension, del lado izquierdo tambien debe ser de 
longitud. 

k*v ]=l 

M “(p) T‘=L 

M a L b T C -2b = L 

Igualando exponentes en ambos miembros 

obtendremos 

a = (),/? =1, c-2b - 0 

De aqui a = 0, /? = 1 y c - 2 

Por lo tanto la expresion debe tener la forma 

x oc gt 2 o x — kgt 2 

El analisis dimensional puede describir la forma de la 
ecuacion pero no indica el valor de la constante k. 


Ejemplo 2. Mediante el analisis dimensional 
determinar la expresion para la aceleracion centripeta 
de una particula que describe un movimiento circular 
uniforme. 

Solucion. 

Supongamos que la aceleracion centripeta depende de 
la velocidad, del radio de curvatura y el peso 


a c = kv a R b W c 


aceleracion centripeta [a c ] = 


velocidad [v] = ■ 
radio [v] = L 


peso 


M= 


ML 


T 2 

Reemplazando 


L 


' lY (l/ ml 


V 1 J 


V 


o a+b+c „ o „ 

=> LT 2 = L T“"“ 2c M c 


Igualando exponentes para L: 1 = a + b + c 
para T: —2 = —a — 2c 
para M: 0 = c 

de donde obtenemos a = 2, b = — 1 y C = 0 
por lo tanto 

2 

a r = kv 2 R~ l = k — 

R 


c) Convertir un sistema de unidades a otro. Si 

tenemos una formula en un sistema de unidades 
podemos convertirlo a una formula en otro sistema de 
unidades. Sean Li, M b Ti y L 2 , M 2 , T 2 sus unidades. 
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Si la cantidad G de una ecuacion tiene dimensiones G 
_ jy jc g i con i a q u y mide g 2 

con la unidad G 2 , la relacion es: 

r _ r Gy 

8x G x — 8 2^2 81 — 8x 


f t V 


82 = 8 ^ 


v L 2 y 


M 


Y 


V^2 J 


G 2 

f T Y 


T 

v A 2 y 


Ejemplo 3. Si en el sistema MKS la formula para el 
calculo de la variable R de unidades kg/ms aparece 

1 


f 


como R = 


5 P 


\ 


1,782A + Pj 

Donde. p tiene unidades de m/s y A de km/m 3 . 
Hallar la formula en el Sistema Ingles. 

1 kg = 2,2 lb 1 m = 3,28 pie 

Solucion. 

Sean en el sistema MKS, Li, Mi, Ti, y en el sistema 
Ingles, L 2 , M 2 , T 2 . 

Las relaciones entre estos sistemas son; 

M T T 

= 2,2,-!- = 3,28,-f = l 

M 0 L 0 T 0 


f 


En la ecuacion R = 


M=£. W=£.M=£ 


5p 


X 


1,782A + p 


M 


LT 


La cantidad 1,782 A tiene las mismas unidades que p 

\A 

'L 3 T 


[1,782 a] = [1,7821a] = [1,782 ]^= L 


Las unidades de 1,782 son 

L 4 


[1,782] = 


MT 


Observando la ecuacion de R , concluimos que las 
unidades de 5 son las correspondientes a ( R ) 2 . 


[5] = 




L 2 T 2 


Para obtener el valor correspondiente a 1,7132 en el 
sistema Ingles 


h 


8i 


L 4 


MJ1 


#2 


L 4 


M 2 T 2 


g2= 1J132 (2,2X1) 

Para obtener el valor correspondiente a 5 en el 
sistema Ingles 


(3,28) 4 


82 = 81 


= 95,75 



IL J 

hi 

( t A 

v M 2y 

T 

V A 2 J 


M 2 _ M 2 

8 1 t 2 rpi 2 8 2 t 2 2 

^2^2 

v M 2 


82 =8 1 


82 — 5- 


L 'l 

2 

(t \ 

L 


T 

v J ^2 y 


V A 2 J 


(2,2) 2 


= 2,25 


(3,28) 2 (1) 2 

Luego en el Sistema Ingles la ecuacion 
correspondiente es 


f 


2,25 p 


X 


R = 

V 95,75A + p j 

Para comprobar esta expresion evaluemos 
1 m . kg 

R\ para p x =1—, A, =1—— yR 2 para 
J S m 

p 2 =3,28^, 
s 

„ 2,21b 2 lb 

A 2 = 7-77 = 6 ,23 x 10 ~rr 

(3,28 pie) 3 pie 3 

Operando en las ecuaciones respectivas obtenemos 

R x = 1,34— y R 2 = 0,899— 


m.s pie.s 

Realizando la conversion de unidades R x encontramos 
que es equivalente a R 2 . 


CIFRAS SIGNIFICATIVAS 

Cuando e realizan mediciones, los valores medidos se 
conocen unicamente dentro de los limites de la 
incertidumbre experimental, lo datos medidos 
inherentemente no son exactos y si se registran en 
notacion decimal consisten de un conjunto finito de 
digitos llamados cifras significativas, la ultima de las 
cuales es conocida como cifra dudosa. 

Cuando se mide una longitud mediante una regia se 
observa la lectura de un instrumento en el cual hay 
una escala, el punto de observacion para la lectura 
llega a una posicion como la que se indica en la 
figura siguiente. 


5 

l l l l 

1 10 
Mill 

is, 

1 1 1 1 

1 20 
Mill 





Se puede leer exactamente hasta 11 y apreciar un 
digito mas, este ultimo depende de cada persona 
puede ser 11,6,11,5 6 11,7. 

Si suponemos que nuestros instrumentos estan 
adecuadamente construidos, entonces las lecturas que 
tomemos tendran significado y seran reproducibles, 
excepto el ultimo digito, el de los decimos de la 
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division mas pequena, sera aunque con significado un 
poco incierto. 

Por lo que no hay objeto en anadir una segunda cifra 
incierta. Una cifra significativa es cualquier digito 
que denota la magnitud de la cantidad segun el lugar 
que ocupa en un numero. Por ejemplo si escribimos 
S/. 10,52, todas las cifras son significativas, el uno 
representa el numero de decenas en soles, el 0 
representa que no hay unidad de sol y es significativo 
y finalmente sabemos que tenemos 52 centimos. En 
la expresion 0,01052 gr. el primer cero de la 
izquierda sirve para llamar la atencion hacia la coma, 
el segundo cero muestra que el 1 ocupa el segundo 
lugar despues de la coma. Estos ceros no son 
significativos, sin embargo el 0 entre 1 y 5 es 
significativo. 

10,52 tiene cuatro cifras significativas (1, 0, 5 y 2) 
0,01052 tiene cuatro cifras significativas (1, 0, 5 y 2) 
La incertidumbre mas pequena posible con cualquier 
aparato de medicion es mitad del limite de la lectura. 
Sin embargo, la mayoria de las investigaciones 
generan una incertidumbre mayor que esto. La tabla 
siguiente enumera la incertidumbre de algunos 
equipos comunes del laboratorio. 


Regia de metro 

± 0,05 cm 

Calibrador vernier 

± 0,005 cm 

Micrometro 

± 0,005 mm 

Reloj de segundos 

± 0,5 s 

Cronometro 

± 0,0005 s 

Dinamometro 

± 0,1 N 


Cuando se anotan y se manipulan numeros obtenidos 
por medidas, seran de mucha ayuda las siguientes 
reglas: 

Regia 1: Redondeo de un numero - 

En el proceso de rechazo de uno o varios de los 
ultimos digitos. La ultima cifra retenida se 
incrementara en 1 si la cifra rechazada es 5 o mayor. 
Ejemplo. _ 


Numero 

dado 

Redondeo a 

Cuatro 

cifras 

Tres 

cifras 

Dos 

cifras 

62,578 

62,58 

62,6 

63 

10 232 

10 230 

10 200 

10 000 

329 350 

329 400 

329 000 

330 000 


Regia 2: Suma y Resta 

El numero de cifras significativas de la suma o 
diferencia sera redondeado desechando todas las 
cifras a la derecha del lugar ocupado por la cifra 
incierta en cualquiera de las cantidades que este mas 
hacia la izquierda, como se muestra en el ejemplo: 


201,3 

201,3 

1,05 

- 1,05 

21,76 

- 21,76 

0,0013 

- 0,0013 

224,1113 =2241 

178,4887 = 178,5 


Regia 3: Multiplicacion y Division 

El numero de cifras significativas del producto 
cociente sera redondeado a un numero de 
Significativas igual a aquel componente de 
aproximacion como se muestra en los ejemplos: 
3,14159x21,13 = 66,38179 = 66,38 
3,14159 / 21,13 = 0,14868 = 0,1487 
Esto es porque 21,13 tiene solo cuatro cifras 
significativas, el resultado se redondea a cuatro cifras 
significativas 

Regia 4. Potencias y raices 

La potencia o raiz de un numero de n cifras 
significativas se redondea a n cifras significativas. 
como se muestra en los ejemplos: 

2,14 2 = 4,5796 = 4,58 2,14 3 = 9,800344 = 9,80 
V204 = 1,46287 = 1,46 = 1,288658 = 1,29 


Ejemplo 4. ^Cuales son los resultados en las cifras 
correctas de las siguientes operaciones indicadas? 

a) 2,5 x 10' 2 x 20 

b) 3,32 x 10 3 + 3,2 x 10 

c) 4,52 x 10 8 + - 4,2 x 10 3 

d) 2,801 x 4 x 10 3 

e) 6,2 x 10 4 / 3,0 x 10 
Solucion. 

Aqui todos los numeros estan expresados en notacion 
cientifica. 

Por ejemplo: 

0,025 = 2,5 xl0‘ 2 = 2,5(-02), tiene 2 cifras 
significativas 

20 = 2 x 10 = 2(+l), tiene una cifra significativa. 

a) 2,5 x 10' 2 x 20 = 5 x 10' 1 

b) 3,32 x 10 3 + 3,2 x 10 = 3,35 x 10 3 

c) 4,52 x 10 8 - 4,2 x 10 3 = 4,52 x 10 8 

d) 2,801 x 4 x 10' 3 =11 x 10' 3 

e) 6,2 x 10 4 / 3, 0 x 10 = 2,1 x 10 3 


Ejemplo 5. Para determinar la densidad de un liquido 
se toman 10 cm 3 de este. La masa del liquido medida 
en una balanza es 15,38g. ^Cual es la expresion 
correcta de la densidad? 

Solucion. 

La densidad del liquido es 


m 

p= v = 


15,38 

10 


= 1,538 


g 


cm 


Siendo 10 el numero con menos cifras significativas 
(2), el resultado se redondea a 2 cifras significativas. 
La expresion correcta de la densidad es 


P = 1,5 


g 

cm 3 


ERRORES 

Como hemos indicado las mediciones fisicas 
involucran incertidumbre. El valor exacto de una 
magnitud medida es algo a lo cual intentamos 
aproximarnos pero que nunca conocemos. Un numero 
de lecturas cuando se promedia se considera como el 
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mejor acercamiento al verdadero valor de una lectura, 
y la diferencia entre una lectura y la verdadera lectura 
o lectura exacta se llama error. Aqui la palabra error 
no significa equivocacion sino una incertidumbre. 

Error absoluto es la diferencia entre el valor 
aceptado N (asumimos conocido) y el valor 

aproximado N , obtenido por mediciones o calculos. 

£ = N-N 

Error relativo es la relacion entre el error absoluto e 
y el valor aceptado N 

6 ~ N " N 

Porcentaje de error es el numero de partes por cada 
100 en que un numero esta errado 

f n\ 


Si se usan los dos primeros terminos. 


e% = {l00e)% = 


1- 

N 


% 


Cuando calcule el porcentaje de error en fisica 
elemental no use mas de dos cifras significativas. 

Por ejemplo si una pista para carreras de 3500 metros 
tiene 17 metros mas. 

El error absoluto o simplemente error es 

£ = 17 m 

El error relativo es 

__ 17 
3500 

El porcentaje de error es 

e% = dT- x 100% = 0,49% 

3500 

Clasificacion de errores. 

En los calculos numericos pueden ocurrir cinco tipos 
de errores basicos. 

a) Error inherente (e t ) . Es el error en los datos 

iniciales debido a mediciones, observaciones o 
registros inexactos. 

b) Error de truncado e t . Es el error creado por 

representar una funcion con solo unos cuantos 
terminos de una serie. Por ejemplo: 

7T 

El valor correcto de N = sen — = 1,000 

2 

El valor aproximado de N computado por expansion 
de series es: 


N = —- 



3 


5 


UJ 


K 


UJ 


■ + 


2 3! 5! 7! 

Si se usa solo el primer termino. 


e t = N - N = 1,00000-+ 

f 2 


3! 


- = +0,07516 


(+7,5%) 

Si se usan los tres primeros terminos. 

f _V 

n 


f _V 

n 


e t =N-N = 1,00000- + 


71 | v 2 y 

2 3! 5! 

= -0,00453 (-0,5%) 

Si se usan los cuatro primeros terminos. 

e t = 0,00015 , el error de truncado ya es 
insignificante. 

c) Error de redondeo (e r ) , es el error introducido 

por redondeo de un decimal. Por ejemplo. 

Si 7T = 3,14159 

Si redondeamos a 7T= 3,14, entonces: 

e r =3,14159-3,14 = 0,00159 y 
0,00159 


£ = 


x 100 = 0,05% 


3,14159 

d) Error de interpolacion (e ) , es el error 

introducido por la aproximacion de un valor por su 
equivalente interpolado. Por ejemplo: 

Si conocemos la circunferencia de un circulo de 10 
metros de diametro y de otro circulo de 11 metros. 

C 10 = 10^- = 31,42 m y 
C n =11 n — 34,56 m 

Por interpolacion lineal la circunferencia de un 
circulo de 10,6 metros es: 

C io,6 = c i0 + (Cj! - C w ) X 0,6 = 33,30 m 

Pero el valor exacto es 

C 106 = 10,6 x^-= 33,31 m 

De at] in 

e p =33,31-33,30 = 0,01 m 

o e % = 2^1x100 = 0,03% 
p 33,31 

e) Error de aproximacion (e a ), es el error 

introducido por la aproximacion de una constante o 
una funcion por un valor elegido. Por ejemplo: 

La aceleracion debido a la gravedad g = 9,80665 
m/s 2 puede aproximarse por: 

g = — x 10 = 9,80769^ => e % = 0,01 % 
52 s 2 

mejor por 

g =—x 10 = 9,80658^- => 

517 s 2 

e a % = 0,00% 

(El error aparece en el cuarto decimal) 


e, = N - N = 1,00000 - - = -0,57080 (-57%) 
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Error cuadratico medio o desviacion normal o 
estandar 

En general cuando se realiza una medicion cualquiera 
siempre se comete error, cuando repetimos las 
mediciones varias veces, encontramos casi siempre 
resultados diferentes para cada una, aunque 
empleemos el mismo metodo y el mismo aparato. 

Las mediciones sucesivas de un objeto determinado 
presentan discrepancias debido a los errores al azar o 
aleatorios de las medidas. Si la longitud verdadera de 
una varilla es £ 0 la media aritmetica de un gran 
numero de medidas sucesivas sera un numero que 
representa la longitud media £ m . Una medida 
Individual cualquiera tendra una desviacion de la 
media e = £ — l m , cantidad que puede ser positiva o 

negativa segun l sea mayor o menor que £ m , es 
decir 

£ - £ m ± e 

m 

Si elevamos al cuadrado cada uno de los valores de e 

2 

y tomamos la media de todos los e , obtenemos 

2 

e m que es la varianza de las medidas. 


n 



A la raiz cuadrada de esta media se la conoce como el 

error cuadratico medio o desviacion normal o 
estandar CT . 



Cuanto mayor sea el numero n de medidas, menor 
sera la diferencia entre su media £ m y la longitud 

verdadera £ 0 , es decir el error estandar de la media, 
<T 

—j= , sera menor. Por esto el mejor valor estimado 
V n 

de £ 0 es: 

1 = 1 ±£= = 1 ±M 

m I m 

V n 

En donde A£ es la incertidumbre o error absoluto 
determinado a partir de n mediciones. En el caso de 
verdaderos errores aleatorios, la media £ m cae en un 
68 por ciento de las veces dentro de una distancia A£ 
del valor verdadero pero desconocido £ 0 . 

De esta forma podemos presentar el resultado final de 
un experimento en el cual se mide varias veces una 
magnitud. Sin embargo, muchas veces realizamos 
solo una medicion de la magnitud. En este caso se 
considera generalmente que la incertidumbre o error 
absoluto es igual a la mitad de la division menor de la 
escala del instrumento. Por ejemplo: si para medir 
longitudes se usa una regia cuya division minina es 1 


mm el error absoluto o incertidumbre de la medida es 
Al = 0,05 mm. 

Ejemplo 6. Un estudiante realiza varias mediciones 
de la masa de un cuerpo, obteniendo los siguientes 
resultados: 35,73 g , 35,76 g , 35,80 g, 35,76 g, 35,70 
g 

lC ual es el mejor valor estimado de la masa del 
cuerpo? 

Solucion. 

La masa media es: 

35,73 + 35,76 + 35,80 + 35,76 + 35,70 


= 35,75 g 

La desviacion de la media de cada medicion es: 

m \ ~ m m = 35,73 - 35,75 = -0,02 
m 2 ~ m m~ 35,76 - 35,75 = 0,01 
m 3 ~ m m = 35,80 - 35,75 = 0,05 
~ m m = 35,76 - 35,75 = 0,01 
m 5 ~ m m = 35,70 - 35,75 = - 0,05 

La varianza de las medidas es: 

_ (- 0 , 02) 2 + ( 0 , 0 l ) 2 + ( 0 , 05) 2 + ( 0 , 0 l ) 2 + (- 0 , 05) 2 

= 0,0112 

La desviacion normal 

(7 = -Jel = 70,0112 = 0,0334 
La incertidumbre o error estandar de la medida es: 

. cr 0,0334 
A m = —j== = 0,01496 = 0,02 

El mejor valor estimado es: 

m = m m ± Am = 35,75 ± 0,02 
m = (35,75 ± 0,02) g 

Si hubieramos realizado una sola medicion con una 
balanza cuya menor division es de 0,1 g la 
incertidumbre seria 0,05 y el resultado de la medicion 
podria expresarse asi: 

m = (35,75 ±0,05) g 

Observemos que en ambos casos la incertidumbre 
corresponde al segundo orden decimal (0,02 y 0,05 
respectivamente) incidiendo por lo tanto en la cifra 5, 
que es la cifra dudosa. 

PROPAGACION ERRORES 

La determinacion experimental de algunas cantidades 
fisicas tales como densidad o volumen se obtienen 
por medicion directa. Generalmente, la cantidad a 
determinar se relaciona de alguna manera conocida a 
una o mas cantidades medibles. El procedimiento es 
medir estas cantidades y con estas calcular por medio 
de relaciones conocidas la cantidad original. Por 
ejemplo el volumen de un cilindro puede conocerse si 
tenemos su longitud y Su diametro. Estas pueden 
medirse directamente, cada una con su intervalo de 
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error asociada, Estos intervalos de error determinan el 
Intervalo de error de la cantidad calculada. Es 
importante saber como hacer esta determinacion de la 
propagacion de errores. 

A continuacion determinemos los errores para 
diferentes situaciones. 

a) Suma de dos o mas variables. 

Consideremos z = x + y . 

z ± Az = (x ± Ax) + (y ± Ay ) 

Puesto que xey tienen las incertidumbres Ax y 
Ay , ^cual es la incertidumbre A z en z? 

Los mayores valores posibles para rey son X + Ax 
e y 4- Ay , respectivamente, dando un valor superior 
de Az = Ax + Ay . 

Los menores valores posibles para x e y son X — Ax 
e y — Ay , respectivamente, dando un valor inferior 

de Az = -(Ax + Ay). 

Es decir, los valores limites para z son 

z = (x + y)±(Ax +Ay) 

Sin embargo, no utilizamos los (Ax + Ay) como la 
incertidumbre. 

La razon es que para que z realmente valga 
z = (x+y)±( Ax + Ay) se necesita que la 
incertidumbre en la medicion, tanto de x como de y, 
sea tal que los dos resultados experimentales sean 
subestimaciones. 

Mas probable es que uno de los resultados sea un 
poco bajo y el otro un poco alto. Si este es el caso, la 
incertidumbre en una de las mediciones puede 
compensar, en parte, la incertidumbre en la otra. 

Para tomar en cuenta esta posibilidad, lo que hacemos 
no es sumar las incertidumbres, sino que calculamos 

Az = 7Ax 2 + Ay 2 

Esta manera de combinar las incertidumbres, 
sumandolas elevadas al cuadrado, se llama suma en 
cuadratura. 

La incertidumbre Az calculada de esta manera es 
siempre mayor que las a Ax y Ay por separado, 
pero menor que la suma Ax 4- Ay . La diferencia 
entre simplemente sumar las incertidumbres y 
sumarlas en cuadratura es que la suma simple da la 
incertidumbre maxima en el resultado, mientras que 
la suma en cuadratura da la incertidumbre mas 
probable. 

b) Diferencia de dos variables 

Consideremos z = X — y . 

z ± Az = (x ± Ax) - (y ± Ay) 

La incertidumbre que queremos es la incertidumbre 
mas probable, que viene a ser la raiz cuadrada de la 
suma en cuadratura de las incertidumbres 

Az = a\Ax 2 + Ay 2 

Por lo tanto, tenemos una regia para la propagacion 
de incertidumbres Cuando sumamos o restamos dos 


magnitudes la incertidumbre en el resultado es la raiz 
cuadrada de la suma en cuadratura de las 
incertidumbres en las magnitudes. 

Ejemplo 7. Medimos la masa de un tomillo y 
obtenemos m, ± Am l = (253 ± 5)g , luego 
medimos tambien la masa de una tuerca, 
m 2 ± Am 2 = (48 ± 5) g . /,Cuanto vale la masa M 
del tomillo y la tuerca juntos? 

Solucion. 

Evidentemente, la masa M es 

M = m l +m 2 = 253 + 48 = 301 g 

La Incertidumbre en la suma es 

AM 2 = ^Amf + Ami = V50 = 7g 

y el resultado final es 

M =( 301±7)g 

Ejemplo 8. ^Cual es la diferencia AT entre las masas 
m x y m 2 del tornillo y la tuerca respectivamente? 

Solucion. 

Evidentemente, la masa AT es 

M'=m 1 -m 2 == 253 - 48 = 205 g 

La Incertidumbre en la diferencia tambien es 

AM' 2 = 7 Aw 2 + Am\ = V50 = 7g 

y el resultado final es 

M'= (205 ±7)g 

c) Producto de dos o mas variables. 

Supongamos Z — xy 

z ± Az = (x ± AxXy ± Ay) 

= xy ± yAx ± xAy + AxAy 
el error de z es Az = yAx + xAy 
considerando el mayor valor posible y no tomando en 
cuenta AxAy por se el producto de dos cantidades 
pequenas. 

El significado de esto se mas claramente en el error 
relativo. 

Az _ yAx + xAy _ Ax Ay 
z xy x y 

Ejemplo 9. ^Cual es el producto de (2,6 ± 0,5) cm 

y (2,8 ± 0,5) cm? 

Solucion. 

Primero, determinamos el producto de 2,6cm x 2,8cm 
= 7,28 cm 2 

0,5 

E^or relativo 1 = - =0,192 

2,6 

0,5 

Error relativo 2 = - =0,179 

2,8 

Suma de los error relativos = 0,371 o 37,1 % 
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Error absoluto = 0,371 x 7,28 cm 2 o 3,71 % x 7,28 
cm 2 = 2,70cm 2 

Los errores son expresados con una cifra significativa 
= 3 cm 2 

El producto es igual a 7,3 ± 3 cm 2 

d) Potencias y raices. 

Sea Z = x n 

Donde n es el numero entero o fraccion positivo o 
negativo. 

z ± Az = (x ± Ax)" 

Esto se puede escribir 


z±Az = x n 


1± 


Ax 


f 


Haciendo la expansion binomial de 


, Ax 
1 + — 

V x J 


V 


(, Ax 
1 + — 

V x j 


V 


1 | n | AxV | n(n-\\n-2) f 

x 2 \ [x J 3! Lx. 

ignorando las potencias mayores que 1 de Ax 


(, Ax 
1 + — 

V x J 

De aqui 


^ , Ax 

= 1 + n — 

x 


/ 


z ± Az = x n 


Ax 


1 ±n 

v x j 

El error de z es Az = nx n 1 Ax 

Y el error relativo es 

Az Ax 

— = n — 

z x 

Ejemplo 10. Encontrar el error en el calculo de 

Z = X 2 

Solucion. 

Az = 2x 2 ~ l Ax = 2xAx 

E error relativo es 

Az _ ^ Ax 


Ejemplo 11. Encontrar el error en el calculo de 

z = Vx = x 1/2 

Solucion 

i 


Az = -x 2 ~ l Ax = -^L 
2 2 

E error relativo es 

Az _ 1 Ax 

z 2 x 


Ejemplo 12. Encontrar el error en el calculo de 

1 


Z = —T- = X 
X 

Solucion. 


Az = -3x 3 1 Ax = -3x 4 Ax = -3 


Ax 


Como los errores son indeterminados debemos elegir 
el signo de tal manera que este sea el maximo, por 
esto: 

A o A* 

Az = 3 — 

x 

y el error relativo es 

Ax 

Az_ x 4 _qAx 

Z X x 
X 3 

e) Cocientes. 

x 

Supongamos Z = 

y 

_ (x±Ax) 

(y±Ay) 

Esto se puede escribir como: 

z ± Az = (x ± Ax^y ± Ay) -1 


= x 


z± Az 



, , Ax A v Ax Ay 
1± — ± — +-- 




y 


y 


Ignorando el ultimo termino por se muy pequeno y 
tomando el valor maximo para Az . 

El error de z es: 


Az = 


J 


V 


Ax Ay 

— + — 

y) 


yAx + xAy 


El error relativo es: 


Az 

z 


yAx + xAy 

y 2 

X 

J 


yAx + xAy 
xy 


Ax Ay 

— + — 

x y 


Ejemplo 13. Supongamos que queremos calcular la 
densidad p de un cilindro de metal habiendo 

medido su masa M, su longitud L y su diametro D. A1 
mismo tiempo queremos calcular el error relativo 
resultante de los errores en las cantidades medidas. 
Sabemos que la densidad esta dada por la ecuacion 
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P 


M 


4 M 


jt{D/2) 2 L ttD 2 L 

Solucion. 

P ™ = ±MDS 

7rD 2 L 71 

Como 4 y 7t son cantidades exactas no tienen error. 

AM 

El error relativo de M es 

El error relativo de D es 

El error relativo de L es 


M 

2AD 

D 
AL 

L 


De aqui 

El error relativo de p es 

A p AM 2 AD AL 

-J— =-+-+ — 

p M D L 


Ejemplo 14. El volumen de un cilindro de base 

circular es V = 71 R 2 L . ^Cuanto vale la 
incertidumbre o error en el volumen en terminos de 
las incertidumbres A R y AL ? 

Solucion. 

Como 71 es cantidad exacta no tienen error. 


2AR 

El error relativo de R es - 

R 

AL 

El error relativo de L es - 

L 

De aqui 


El error relativo de V es 

Ay _ AT? AL 

- = 2 — + — 

y r l 


Y el error absoluto: 


AV = 

r 2 ^ + ^> 

= 7rR 

f R ^ 

2AR + —AL 


« L J 


l L J 


Ejemplo 15. Supongamos que queremos medir el 
periodo T de un oscilador, es decir, el tiempo que 
tarda en efectuar una oscilacion completa, y 
disponemos de un cronometro que aprecia las 
decimas de segundo, 0,1 s. Medimos el tiempo que 
tarda en hacer 10 oscilaciones, por ejemplo 4,6 s, 
dividiendo este tiempo entre 10 resulta t =0,46 s, 
^como se expresa la medida? 

Solucion. 


T 


t 

To 



Obtenemos para el error AT = = 0,01 S . Por 

10 


tanto, la medida la podemos expresar como 

T = (0,46 ± 0,01) s 


Ejemplo 16. La medida de los lados de un rectangulo 
son (1,53 + 0,06) cm, y (10,2 + 0,1) cm, 
respectivamente. Hallar el area del rectangulo y el 
error de la medida indirecta. 

Solucion. 

El area es A = 1,53 x 10,2 = 15,606 cm 2 
Como debe de tener solamente 3 cifras significativas 

A = 15,6 cm 2 


El error relativo del area 


AA 

\( 0,06 s 

f 

f 0,1 1 

T" 1 

VU53, 

) + 

ll0.2j 


El error absoluto del area 


= 0,0404422504 


M = 0,0404422504(1,53 x 10,2) - 0,63083 


El error absoluto con una sola cifra significativa es 

0 , 6 . 

La medida del area junto con el error y la unidad se 
escribira como 


A = (l5,6±0,6)cm 2 


Ejemplo 17. Se mide X con una incertidumbre Ax 
y se calcula y = 1 n x . ^Cuanto vale Ay ? 

Solucion. 

y + Ay = ln(x + Ax) 

En este caso podemos usar aproximaciones para 
cantidades pequenas, cuando |x| « 1, tales como: 

(l ± x) n ~ 1 ± nx, e x « 1 + x, ln(l + x) « x, 

senx « x, cos x «1, tan x « x 

En nuestro caso 


y + Ay = ln(x + Ax) = In: 


1 + 


Ax^ 

x J 


f 


= In x + In 


. Ax 

1 + — 

v x J 


, Ax 
In x H- 

x 


Ax 

Como-« 1 podemos aplicar 

x 




In 


1 + 

v x 


Ax i Ax 


-, luego: 


y + Ay = In x + In 
Siendo y = In x : 


Ax 


f 

1 + 

l x 


lnx + 


Ax 



PRECISION Y EXACTITUD 

Los terminos "PRECISION " y "ACCURACY" del 
idioma ingles no son sinonimos, para efectos de 
lenguaje estadlstico traduciremos "Precision" como 
precision y "Accuracy" como exactitud, estableciendo 
diferencias claras entre las dos palabras. 
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La precision es una indicacion de la concordancia 
entre un numero de medidas hechas de la manera 
indicada por el error absoluto. Un experimento de 
gran precision tiene un bajo error al azar. 

La exactitud es una indicacion de cuan cercana esta 
una medida al valor aceptado indicado por el error 
relativo o del porcentaje de error en la medida. Un 
experimento de gran exactitud tiene un error 
sistematico bajo. 

Asi como la obtencion de una serie de medidas con 
las unidades correctas, se requiere una indicacion del 
error experimental o el grado de incertidumbre en las 
medidas y la solucion. Cuanto mayor es la exactitud 
y la precision en nuestras investigaciones, mas bajo 
es el grado de incertidumbre. 

Las cuatro figuras a continuacion ilustran la 
diferencia: 




Precision y exactitud 
excelentes 


Precision excelente, 
exactitud pobre 



Bastante exactitud, 
precision mediana 


Precision y exactitud 
pobres 



RANGO DE ERROR O INCERTIDUMBRE 

Cuando una respuesta se expresa como valor con 
incertidumbre tal como 2,3 + 0,1 cm, entonces la 
gama de la incertidumbre es evidente. ^El valor cae 
entre 2,4 (2,3 + 0,1) y 2,2 (2,3 - 0,1) cm. En la 
fisica, determinamos a menudo la relacion que existe 
entre las variables. Para vision la relacion, podemos 
realizar una investigacion y trazar un grafico del eje 
dependiente) contra la variable independiente (eje x). 
Considere un resorte que tenga varios pesos, unido a 
el. A mayor peso se une a un resorte, el resorte 
extiende mas lejos de su posicion del equilibrio. La 
tabla siguiente muestra algunos valores para esta 
investigacion de Fuerza/alargamiento. 


Fuerza + 5 N 

100 

150 

200 

250 

300 

Alargamiento 
± 0,2 cm 

3,0 

4,4 

6,2 

7,5 

9,1 


Cuando se traza un grafico de la fuerza contra el 
alargamiento, la linea del mejor ajuste no pasa por 
cada punto. Una barra del error se puede utilizar para 
dar una indicacion del rango de la incertidumbre para 
cada punto segun se muestra en la figura a 
continuacion Fuerza/alargamiento. 


+5N 


- 0,2 cm f- 


■\ +0,2 cm 


-3N 

En la direccion vertical, dibujamos una linea arriba y 
abajo para que cada punto muestre la gama de 
incertidumbre del valor de la fuerza. Entonces 
ponemos una pequena linea marcadora horizontal en 
el limite del extremo incierto para el punto. 

En la direccion horizontal, dibujamos una linea a la 
izquierda y a la derecha para que cada punto muestre 
la gama de incertidumbre del valor de la extension. 
Entonces ponemos una pequena linea marcadora linea 
vertical en el limite del extremo incierto para el 
punto. 

Cuando todos los puntos de la tabla se trazan en un 
grafico, la linea del mejor ajuste con las barras 
apropiadas de error se muestra en la figura siguiente y 
se puede ver que la linea del mejor ajuste cae dentro 
del rango de la incertidumbre de la barra del error. 


300 


250 

£ 

200 

tti 

§ 150 

£ 

100 

50 


0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 3,0 9,0 

Alargamiento cm 



ESTIMADOS Y CALCULOS DEL ORDEN DE 
MAGNITUD 

Hasta donde hemos visto, es importante cuidar el 
seguimiento de las incertidumbres en la medicion 
cuando se calculan las respuestas a los problemas. En 
algunas ocasiones, tanto en la vida cotidiana como en 
el quehacer cientifico, es necesario resolver un 
problema del que no tenemos informacion suficiente 
para obtener una respuesta precisa. A menudo 
podemos obtener una respuesta util mediante la 
estimacion de los valores de las magnitudes 
apropiadas. Estas estimaciones, realizadas 
generalmente a la potencia de diez mas cercana, se 
denominan estimaciones del orden de magnitud. El 
calculo resultante del orden de magnitud no es 
exacto, pero generalmente es correcto con un factor 
de diez. El conocimiento justo del orden de magnitud 
de las cantidades fisicas con frecuencia nos 
proporciona informacion suficiente para obtener una 
comprension util de la situacion fisica y la capacidad 
para formamos un juicio y hacer calculos para la 
construccion de modelos. 

Realizar estimaciones de magnitud con frecuencia es 
sencillo. Por ejemplo, imagine que va a la escuela por 


12 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 

































www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


INTRODUCCION AL CURSO 


Hugo Medina Guzman 


primera vez y que quiere estimar cuanto dinero 
necesitara para comprar libros. Usted conoce que la 
carga habitual para la mayor parte de los estudiantes 
es de cinco materias, y que en cada una se necesita un 
libro de texto. 

Con estos datos puede estimar el costo de un solo 
libro con el razonamiento siguiente. Sabe por 
experiencia que S/. 1 es demasiado bajo y que S/. 100 
es demasiado alto. Incluso SI. 10 es bajo. Una 
estimacion razonable puede ser S/. 50. Asi, el costo 
estimado de los libros para un semestre es de 5 x S/. 
50 = S/. 250. Aunque el resultado no es exacto, esta 
dentro del orden de magnitud correcto y proporciona 
una estimacion razonable a un problema real. El 
siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de las 
estimaciones del orden de magnitud. 


Cuando hacemos calculos de este tipo con frecuencia 
tambien efectuamos otras aproximaciones. A1 

remplazar 71 por 3 o remplazar 2 por 3/2 
hacemos pocas diferencias en el orden de magnitud, 
pero hacerlo simplifica mucho los calculos. Los 
ejemplos siguientes ilustran esta tecnica. 


Ejemplo 18. Una tienda ofrece un premio al cliente 
que adivine con la mayor aproximacion el numero de 
caramelos de goma que llenan un frasco de un litro 
exhibido en un mostrador de la tienda. (Un litro es 
igual a 1000 cm 3 .) Estime cual sera el numero. 



Solucion. 

Una revision cuidadosa del frasco (vease la figura) 
re vela varias cosas. Los caramelos de goma pueden 
aproximarse vagamente a pequenos cilindros de casi 
2 cm de largo por aproximadamente 1,5 cm de 
diametro. Ademas, los caramelos no estan apretados 
en el frasco; posiblemente tan solo se ha llenado 80% 
de este. Podemos hacer uso de estas observaciones 
para estimar el numero de caramelos que hay en el 
frasco. 

_ T ^ , , Volumen ocupado del frasco 

Numero de caramelos 

Volumen de un caramelo 


El volumen ocupado del frasco = 0,8 x 1000 = 800 
cm 3 , 

Volumen de un caramelo = 


f 

h.7T 

V 



2cm x 3 


^ 3 ^ 

cm 
2 _ 

2 

y 


27 

8 


cm 3 


Asf, el numero aproximado de caramelos que hay en 
el frasco es: 


Numero de caramelos 


800cm 3 



8 


*240. 


Un conteo realizado de los caramelos que llenan un 
frasco de un cuarto (0,95 litros) dio 255 caramelos. 


MODELOS IDEALIZADOS 

Ordinariamente usamos la palabra "modelo" para 
referimos a una replica en menor escala (digamos, de 
un ferrocarril) o a una persona que exhibe ropa (o se 
exhibe sin ropa). En fisica, un modelo es una version 
simplificada de un sistema fisico que seria demasiado 
complejo si se analizase de forma detallada. Por 
ejemplo, supongamos que nos interesa analizar el 
movimiento de una pelota de beisbol lanzada en el 
aire. /,Que tan complicado es el problema? La pelota 
no es perfectamente esferica ni perfectamente rigida: 
tiene costuras, esta girando y se mueve en el aire. El 
viento y la resistencia del aire afectan su movimiento, 
la Tierra gira, el peso de la pelota varia un poco al 
cambiar su distancia respecto al centro de la Tierra, 
etc. Si tratamos de incluir todos estos factores, la 
complejidad del analisis nos abrumara. En vez de 
ello, inventamos una version simplificada del 
problema. Omitimos el tamano y la forma de la pelota 
representandola como objeto puntual, o particula. 
Despreciamos la resistencia del aire haciendo que la 
pelota se mueva en el vacio, nos olvidamos de la 
rotacion terrestre y suponemos un peso constante. 
Ahora tenemos un problema sencillo de tratar. 

Para crear un modelo idealizado del sistema debemos 
pasar por alto muchos efectos menores y 
concentramos en las caracteristicas mas importantes. 
Claro que hay que ser cuidadosos para no despreciar 
demasiadas cosas. Si ignoramos totalmente los 
efectos de la gravedad, nuestro modelo predecira que 
si lanzamos la pelota hacia arriba esta se movera en 
linea recta y desaparecera en el espacio. Necesitamos 
algun criterio y creatividad para crear un modelo que 
simplifique lo suficiente un problema sin omitir sus 
caracteristicas esenciales. 

Al usar un modelo para predecir el comportamiento 
de un sistema, la validez de las predicciones esta 
limitada por la validez del modelo. La prediccion de 
Galileo respecto a la caida de los cuerpos corresponde 
a un modelo idealizado que no incluye la resistencia 
del aire. El modelo funciona bien para una bala de 
canon, pero no para una pluma. 

El concepto de modelos idealizados es muy 
importante en fisica y en tecnologia. Al aplicar 
principios fisicos a sistemas complejos siempre 
usamos modelos idealizados, y debemos tener 
presentes las suposiciones que hacemos. De hecho, 
los principios mismos se expresan en terminos de 
modelos idealizados; hablamos de masas puntuales, 
cuerpos rigidos, aislantes ideales, etc. Estos modelos 
desempenan un papel crucial en este libro. Trate de 
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distinguirlos al estudiar las teorias fisicas y sus 
aplicaciones a problemas especificos. 

^,COMO ESTUDIAR FISICA? 

Para estudiar fisica es necesario dar atencion especial 
a los significados especificos de las palabras para 
poder entender el material, deben estudiarse 
detenidamente los graficos, dibujos, tablas y 
fotografias incluidos para entender claramente los 
principios fisicos involucrados. 

Gran parte de lo que se aprendera sera en las clases. 
Deberan aprender a tomar apuntes exclusivamente de 
las partes significativas de cada leccion y 
concentrarse por completo en lo que el profesor esta 
diciendo, estos apuntes son necesariamente breves y 
carentes de relacion. Por lo tanto, es recomendable 
tener un cuaderno ordenado con las notas de clase 
completando con apuntes tornados del estudio de los 
libros. Hagan esto tan pronto como sea posible 
despues de clase, esto permitira tener un conjunto de 
notas claras e inteligibles para repaso; ayudara a 
detectar las areas debiles de conocimiento. 

La parte mas importante de los apuntes son los 
problemas resueltos. Resuelvanse todos los ejemplos 
vistos en clase y los dejados como tarea. 

Richard Feynman premio Nobel en fisica dijo: "usted 
no sabe nada sobre algo hasta que lo ha practicado". 
La habilidad para resolver problemas no es solo una 
prueba del dominio que cada cual posee de la ciencia, 
sino tambien un mdice del crecimiento de nuestra 
propia capacidad como herramienta en las futuras 
tareas del intelecto. 

Se recomienda desarrollar las habilidades necesarias 
para resolver un amplio rango de problemas. La 


habilidad para resolver problemas puede ser la 
principal prueba de los conocimientos. Es esencial 
que se comprendan los principios y conceptos basicos 
antes de intentar resolver problemas. 

En fisica general los examenes se componen 
principalmente de problemas a resolver, es muy 
importante que se entiendan y recuerden las hipotesis 
que sirven de base a una teoria o formalismo en 
particular. 

Para la resolucion de problemas se incluyen cinco 
etapas basicas: 

a) Dibuje un diagrama con ejes coordenados si son 
necesarios y ponga las notaciones identificatorias, 
con esto podemos eliminar errores de signo. 

b) Identifique el principio basico, incognitas, listando 
los datos y las incognitas. 

c) Seleccione una relacion basica o encuentre una 
ecuacion que se pueda utilizar para determinar la 
incognita y resuelvala simbolicamente. En esta forma 
se evitan errores y ayuda a pensar en terminos fisicos 
el problema. 

d) Sustituya los valores dados con las unidades 
apropiadas dentro de la ecuacion y obtenga el valor 
numerico de la incognita. 

e) Verificacion y revision del resultado por medio de 
las siguientes preguntas: 

^Las unidades coinciden? 

^Es razonable el resultado? 

^Es apropiado el signo? ^Tiene significado? 

Una vez que el estudiante ha desarrollado un sistema 
organizado para examinar problemas y extraer la 
informacion relevante, tendra confianza y seguridad 
cuando tenga que resolverlos. 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. Suponga que esta planeando un viaje en automovil 
a otra ciudad y estima el tiempo que se requiere para 
ir alia. Demuestre como esta estimacion depende de 
un modelo. ^Como se ha descrito en el texto y que 
tan confiable es? 

2. De un ejemplo personal del uso de un modelo para 
el analisis de los datos medidos. 

3. Explique la idea basica detras de la conversion de 
unidades. 

4. Explique la diferencia en significado de las tres 
cantidades 10 m, 10.0 m y 10.00 m. 

5. ^Cual de los numeros siguientes se da con tres 
cifras significativas: 0,003 m, 0,32 cm, 0,320 cm, 
3,21 mm o 3,213 mm? 

6 . Un estudiante mide un rectangulo con una regia 
cuya medida varia + 1 mm. Encuentra que la altura 
es 37 mm y el acho 46 mm. ^Por que debe informar 
que el area del rectangulo 

1700 mm 2 en lugar de 1702 mm 2 ? 


7 ^Que modelo describe en la forma mas sencilla las 
observaciones siguientes? 

a) Una pelota colocada en cualquier lugar sobre el 
piso permanece en reposo. 

b) Una pelota colocada en cualquier lugar sobre el 
piso empieza a rodar. 

c) De otros modelos mas sencillos para estas 
observaciones. 

Respuesta. 

a) Bola esferica uniforme sobre un piso horizontal. 

b) Bola esferica uniforme sobre un piso inclinado. 

c) Para a) la bola tiene una parte plana o no es 
uniforme y para b) la bola es asimetrica y empieza a 
rodar hacia su lado mas pesado. 

8. Se lanza un dado muchas veces con los resultados 
siguientes para el numero que aparece en su cara 
superior: 1, 63 veces; 2, 58 veces; 3, 62 veces; 4, 63 
veces; 5, 75 veces y 6, 61 veces. /,Que modelo puede 
hacer para el dado? 

Respuesta. 

El dado es mas pesado hacia el punto 2. 
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9. Un cubo de metal flota en un liquido. ^Cual es el 
modelo mas sencillo del cubo y del liquido? ^Hay 
otros modelos? 

Respuesta. 

El cubo tal vez sea hueco si flota en el agua. 
Alternativamente, el cubo es solido pero flota en un 
liquido que es mas denso que el. 

10. Un litro (L) es un volumen de 10 cm 3 . ^Cuantos 
centimetros cubicos hay en 2,5 mililitros? 

Respuesta. 

2.5 cm 3 

11 . iQue tan lejos viaja la luz en un vacio en 1,0 
nanosegundos (Velocidad de la luz = 3,0 x 10 8 m/s.) 

Respuesta 

30cm 

12. Los granos negros en algunos tipos de peliculas 
fotografica son de aproximadamente 0,8 jU m de 
seccion. Asuma que los granos tienen una seccion 
transversal cuadrada y que todos quedan en un solo 
piano de la pelicula. ^Cuantos granos se requieren 
para oscurecer completamente 1 cm 2 de pelicula? 
Respuesta. 

1.6 x 10 8 

13. Una formula se lee y = Vi at 2 , donde y esta en 
metros y t en segundos. ^Cuales son las dimensiones 
de al 

Respuesta. 

m/s 2 

14. ^Cual es la altura en centimetros de una persona 
cuya estatura es 5’11”? 

Respuesta. 

180cm 

15. ^Como es 40,2 mi expresado en kilometros? 

Respuesta 

64.7 km 

16. Exprese 130 km/h en terminos de millas por 
hora. 

Respuesta. 

80.8 mi/h 

17 Una tienda anuncia un tapete que cuesta US 
$18,95 por yarda cuadrada. ^Cuanto cuesta el tapete 
por metro cuadrado? 

Respuesta. 

22,66 dolares/m 2 

18. Cuando la gasolina se vende a US $1,609 por 
galon, ^cual es el precio en dolares por litro? (1 gal = 
3,17853 L) 

Respuesta. 

0,282 dolares/L 


19. /,Cual es el area en centimetros cuadrados de un 
pedazo de papel de 8 pulg x 14 pulg? 

Respuesta. 

1.25 768 cm 2 

20. Los listones de madera en una cerca estan 
espaciados 6,0 pulgadas, de centro a centro. 

^Cuantos listones estan contenidos en un metro de 
valla? 

Respuesta. 

6,6 

21. La Luna gira sobre su eje cada 271/3 dias de 
modo que la misma cara esta siempre hacia la Tierra. 
I A cuantos grados rotara la Luna respecto a su 
propio eje en una hora? 

Respuesta. 

0,549° 

22. ^Cuantas revoluciones hace el segundero de un 
reloj en tres anos? Suponga que no hay ano bisiesto 
en el intervalo. 

Respuesta. 

1,58 x 10 6 revoluciones 

23. La Tierra tiene una masa de 5.98 x 10 24 kg y un 
radio de 6,38 x 10 6 m. a) /,Cual es la masa por unidad 
de volumen de la Tierra en kg/m 3 ? b) ual es la 
masa por unidad de volumen de un nucleo de oro que 
tiene una masa de 3,27 x 10 25 kg y un radio de 6,98 x 
10' 15 m? c) /,Cual seria el radio de la Tierra si su 
masa no cambiara, pero tuviera la misma masa, por 
unidad de volumen, que el nucleo de oro? 

Respuesta. 

a) 5,50 x 10 3 kg/m 3 , b) 2,30 x 10 17 kg/m 3 , c) 184 m 

24. Calcule el volumen de la tabla rectangular con 
altura de 17,5 mm, ancho de 29,4cm y longitud 115,4 
cm. Recuerde la regia que se refiere a las cifras 
significativas. 



Respuesta. 

5,94 x 10 3 cm 3 


25. Si usted mide los lados de un cuadrado y son de 
diez centimetros con una exactitud de ±1 %, ^cual es 
el area del cuadrado y cual es la incertidumbre? 

Respuesta. 

(100 + 2) cm 2 

26. Sume los numeros siguientes: 3,57 x 10 2 , 2,43 x 
10 3 y 4,865 x 10 2 . 

Respuesta. 

3,27 x 10 3 
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27. Un legajo de papel copia tiene 5,08 cm de 
espesor. ^Cual es el espesor de una sola hoja del 
papel? Exprese su respuesta en m y mm. 

Respuesta. 

1,02 x 10‘ 4 m o 0,102 mm 


28. El piso rectangular de un gimnasio tiene lados de 


longitud de x ± Ax por y ± Ay donde Ax y A y son 
las incertidumbres estimadas en las mediciones y son 
pequenas comparadas con xej. Demuestre por 
calculo directo que el area del piso y la 
incertidumbre en esa area estan dadas por 


A = xy±xy 


r Ax Ay^ 
— + — 


cuando se ignoran terminos 


muy pequenos, del orden de (Ax) 2 . (En la mayor 
parte de los casos, este resultado sobrestima la 
incertidumbre en el area, porque no toma en 
consideracion que las incertidumbres en las 
longitudes, Axy A y, provienen de una serie de 
medidas, que tienen una dispersion natural en sus 
valores.) 


29. Estime el espesor de las paginas de un libro. De 
su resultado en milimetros. 

Respuesta. 

Aproximadamente 0,06 mm 


32. En algunos paises el consumo de gasolina de un 
automovil se expresa en litros consumidos por 100 
km de viaje. Si un automovil logra 27 millas/galon, 
cual es el consumo de combustible en litros por 100 
km? (1 gal = 3,7853 L) 

Respuesta. 

8,7 L/100 km 

33. La velocidad del sonido a la temperatura 
ambiente es 340 m/s. Exprese la velocidad del sonido 
en unidades de millas por hora. 

Respuesta. 

761 mi/h 

34. a) ^Cuantos milisegundos hay en un minuto? 
^Cuantos gigasegundos hay en un siglo? 

Respuesta. 

a) 1 min = 60000 ms, b) 1 siglo = 3,16 Gs 

35. a) Calcule la altura de un cilindro de radio R que 
tiene el mismo volumen de una esfera de radio R. b) 
Demuestre que el cilindro tiene un area superficial 
mayor que la esfera. 

Respuesta. 



30. Alrededor de cuantos ladrillos se requieren para 
construir una pared de altura hasta el hombro de 100 
pies de largo? Los ladrillos estandar tienen 8 pulg de 
largo por 2 1/4 pulg de alto y estan separados por 3/8 
de pulgada de mortero. 

Respuesta. 

3,3 x 10 3 ladrillos 

31. ^Cual es el volumen en milimetros cubicos de un 
cubo de 1,00 pulg por lado? 

Respuesta. 

1,64 x 10 4 mm 3 


36. Considere una esfera que se ajusta exactamente 
dentro de un cubo. ual es la relacion del volumen 
de la esfera al volumen del cubo? 

Respuesta. 

7r/6 

37. Un vaso cilmdrico para malteada tiene un radio 
interior medido de r ± Ary una altura de h ± Ah. 
Demuestre que el volumen del vaso es 

V = 7ir 2 h± 2jihAr ± tit 1 Ah si se ignoran los 
terminos muy pequenos del orden (Ar) 2 
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CAPITULO 2. Movimiento rectilmeo 


DEFINICION DE PARTICULA. 

El Punto Material 

Es una idealizacion de los cuerpos que existen en la 
naturaleza y que llamamos punto material. Es un 
cuerpo cuyas dimensiones son despreciables al 
compararlas con las otras dimensiones que 
intervienen en el movimiento. 

La Mecanica comienza con el estudio de los puntos 
materiales y despues extiende estos estudios a los 
sistemas de puntos materiales, incluyendo cuerpos 
rigidos y deformables. 

El punto material, a diferencia de un punto 
geometrico, esta asociado a una masa inercial; esta 
propiedad esta mtimamente ligada al movimiento de 
los cuerpos, como podemos ver cuando tratamos de 
entender como se mueven los cuerpos. 

CONCEPTO DE MOVIMIENTO 
El movimiento es un fenomeno fisico que se define 
como todo cambio de posicion que experimentan los 
cuerpos en el espacio, con respecto al tiempo y a un 
punto de referenda, variando la distancia de dicho 
cuerpo con respecto a ese punto o sistema de 
referenda, describiendo una trayectoria. Para 
producir movimiento es necesaria una intensidad de 
interaccion o intercambio de energia que sobrepase 
un determinado umbral. 

La parte de la fisica que se encarga del estudio del 
movimiento es la cinematica. 

CLASIFICACION DEL MOVIMIENTO 

Segun se mueva un punto o un solido pueden 
distinguirse distintos tipos de movimiento: 

Segun la trayectoria del punto: Rectilmeo y 
curvilineo 

Movimiento rectilmeo: La trayectoria que describe 
el punto es una linea recta. 

Movimiento curvilineo: El punto describe una curva 
cambiando su direccion a medida que se desplaza. 
Casos particulares del movimiento curvilineo son la 
rotacion describiendo un circulo en tomo a un punto 
fijo, y las trayectorias elipticas y parabolicas. 

Segun la trayectoria del solido: Traslacion y 
rotacion. 

Traslacion: Todos los puntos del solido describen 
trayectorias iguales, no necesariamente rectas. 
Rotacion: Todos los puntos del solido describen 
trayectorias circulares concentricas. 

Segun la direccion del movimiento: 

Alternativo y pendular. 

Alternativo: Si la direccion del movimiento cambia, 
el movimiento descrito se denomina alternativo si es 
sobre una trayectoria rectilinea o pendular. 

Pendular: Si lo es sobre una trayectoria circular (un 
arco de circunferencia). 


Segun la velocidad: Uniforme y uniformemente 
variado. 

Movimiento uniforme: La velocidad de movimiento 
es constante 

Movimiento uniformemente variado: La aceleracion 
es constante, como es el caso de los cuerpos en caida 
libre sometidos a la aceleracion de de la gravedad. 

SISTEMAS DE REFERENCIA. POSICION Y 
DESPLAZAMIENTO. 

El movimiento es una nocion esencialmente relativa. 
Asi resulta que el movimiento como el reposo son 
hechos relativos, no se puede decir que algo se 
mueve o que esta en reposo sin anadir respecto a 
que. En consecuencia necesitamos un sistema de 
referencia para descubrir el movimiento. 

Sistemas de referencia. Desde el punto de vista 
estrictamente matematico, un sistema de referencia 
en un espacio vectorial de dimension n esta formado 
por n vectores linealmente independientes, 
formando una base del espacio, y por un punto, 
defmido por n coordenadas, que suele llamarse 
origen del sistema de referencia. 

En el dominio de la fisica, el espacio suele ser la 

base mas habitual la llamada ortonormal ( i , j , 

k ), y el origen se situa a conveniencia del 
observador. Los vectores de la base son 

l =0,0,0), ] = (0,1,0) y k =(0,0,1). 

Atendiendo a su posible estado de reposo o 
movimiento, los sistemas de referencia pueden ser 
clasificados siempre y cuando hablemos de su 
relacion respecto a otro sistema de referencia que 
arbitrariamente supongamos inmovil. En efecto, 
debe tenerse en cuenta que cualquier sistema de 
referencia esta moviendose respecto a otro (este 
papel gira y se traslada con la Tierra alrededor del 
Sol, el cual a su vez se desplaza en la galaxia, que a 
su vez se expande en el Universo...), por lo que no 
cabe hablar de un sistema de referencia absoluto. 

De acuerdo con lo anterior, un sistema de referencia 
puede estar: 

a) en reposo respecto a otro 

-» 

b) moviendose con velocidad constante V respecto 
al supuestamente fijo 

c) con una aceleracion respecto al fijo. 

Un buen ejemplo del primer caso podemos 
encontrarlo en un sistema de referencia como la 
pizarra, que se encuentra en reposo relativo respecto 
a las paredes del aula (en condiciones normales). 

Un ejemplo de sistema de referencia inercial 
podemos encontrarlo en un tren que se mueve en un 
tramo de via rectilmeo con una velocidad 
sensiblemente constante. 
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Y por ultimo, la propia Tierra constituye un sistema 
de referenda no inercial, ya que gira con una 
aceleracion normal, que si bien es pequena, en 
ciertos fenomenos se observa con claridad. 

Vector Posicion.- Para fijar la posicion de un punto 
en el espacio respecto a un origen de coordenadas 
bastan tres numeros que pueden ser las proyecciones 
sobre los ejes de un sistema cartesiano ortogonal. 



El vector posicion del punto P es: 

-> -> 

OP = r 

El movimiento quedara especificado si conocemos 
el vector posicion para cada instante, es decir: 

r = r(t ) 

Esto se conoce como ley de movimiento. 

El vector posicion puede ser expresado a traves de 
las ecuaciones parametricas de sus componentes en 
funcion del tiempo: 

X = x(t), y = y(t), z = z(t ) 
r = x(t)i + y(t) j + z(t)k 

Desplazamiento. 

La figura muestra una particula que se esta 
moviendo a lo largo de la trayectoria curvilinea C. 



Sean Pi y P 2 las posiciones de la particula en los 
instantes t x y t 2 = t x + At . Los vectores posicion 
correspondientes son 

OPi y OP 2 =r 2 = ri + Ar. 

Siendo A r el vector desplazamiento y describe el 
desplazamiento de la particula de la posicion Pi a la 
posicion P 2 . 

Trayectoria y Ecuacion Horaria del Movimiento.- 

Se llama trayectoria de una particula en movimiento 
al lugar geometrico de las posiciones efectivamente 
ocupadas por la particula en el transcurso del 
tiempo. De acuerdo al tipo de movimiento podra ser 


una recta, circunferencia, espiral, parabola o curvas 
tan complicadas como se nos ocurra. 

La trayectoria no define el movimiento, pues no 
sabemos en que instante de tiempo ocupo cada 
punto. Sabemos donde estuvo, pero no cuando y si 
estuvo varias veces en cada punto o no. Hace falta la 
ecuacion horaria. 

Para encontrar la ecuacion horaria debemos medir 
las distancias en funcion del tiempo. 



En la figura P 0 es un origen fijo sobre la curva (C) 
que porta la trayectoria. 

Sea P la posicion de la particula en el instante t 
sobre la trayectoria definida por el arco 

P,P = S 

La ecuacion horaria del movimiento de la particula P 
es 

5 = s(t) 

Ejemplo experimental. Estudio del movimiento de 
la caida libre de un cuerpo. 

Solucion. 

Si dejamos caer un objeto, obtenemos que la 
trayectoria sea una recta vertical. 

Para encontrar la ley del movimiento podemos 
intentar medir a partir de donde la dejamos caer, 
distancias sucesivas para diferentes tiempos. 

Una forma experimental es usando una pelicula 
fotografica y una flash electronico que se encienda 
por ejemplo cada 1/30 de segundo. En una 
habitacion oscura dispondremos el cuerpo, la 
pelicula y un disparador que deje caer el cuerpo y 
simultaneamente accione el flash. Paralelamente a la 
trayectoria a seguir por el objeto se fija una regia. 
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La fotografia mostrada permite conocer las cotas de 
la foto en los diferentes instantes bien determinados. 
La tabla muestra los resultados de la fotografia: 


Tiempo 

Cota(m) 

*0 

0,2480 

u 

0,3250 

t 2 

0,4130 

h 

0,5130 

u 

0,6235 

1 5 

0,7450 

h 

0,8875 


1,0215 

*8 

1,1760 

h 

1,3405 

*10 

1,5155 


Tracemos la curva representativa del la funcion 

^ = /M 



Esta curva corresponde a una parabola y su 
expresion matematica es 

z = kt 2 

z esta en segundos 


Donde < 


£ = 4 , 9 ™ 
s 


t esta en segundos 


Luego la ecuacion horaria es 

s = kt 2 

Si fijamos el origen del movimiento en z 
del movimiento es 


0, la ley 


9 - 

r = -kt k 

Las ecuaciones parametricas son 

x = 0, y = 0 y z = kt 2 

En esencia para cualquier movimiento debemos 

ingeniamos para obtener la ecuacion horaria y 

conocida su trayectoria, queda determinado el 

movimiento. 

VELOCIDAD Y RAPIDEZ 

Rapidez. La rapidez (que en el lenguaje comun se 
denomina simplemente velocidad) se define como el 
cociente entre la distancia recorrida y el tiempo 
transcurrido. La distancia s recorrida a lo largo de 
una trayectoria es una magnitud escalar, 
independiente de la direccion. Como el tiempo 
tambien es un escalar, la rapidez es tambien un 
escalar. 

La rapidez se designa mediante el simbolo v y sus 
dimensiones son: 

[v]= LT' 1 

La unidad en el sistema SI es el metro por segundo 
(m/s). 

La figura muestra una particula que se esta 
moviendo a lo largo de la trayectoria curva C. En el 

instante t x esta en Pi, a una distancia S x de un 
punto P 0 de referencia. En el instante t 2 esta en P 2 a 
una distancia S 2 del punto de referencia. 



En el tiempo que transcurre entre t x y t 2 , 

A t = t 2 —t x , la particula ha recorrido una distancia 
AS es la diferencia entre S 2 y S x , esto es 

AS = S 2 -S X . 

Se define como rapidez media dentro de este 
intervalo 

_ S 2 -S x AS 

t 2 —t x At 

El simbolo A (delta) significa un incremento de una 
magnitud fisica. 

Si la rapidez de la particula varia a lo largo de la 
trayectoria, para conocer con mejor precision el 
movimiento debemos hacer los intervalos AS mas 
pequenos y tomar la rapidez media de cada uno de 
ellos. La figura a continuacion nos muestra el 
grafico distancia recorrida versus tiempo, observen 
que cuando t 2 tiende a t x , At tiende a cero. 

Mediante este proceso llamamos a la rapidez 
instantanea v en el instante t. Este proceso se 
expresa matematicamente como 
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AS dS 
v = lim — = 
A ^° At dt 



dt 

respecto a t ” y el proceso de encontrarla se llama 
derivacion o diferenciacion. La notacion dS , dt , 
expresa incrementos infinitesimalmente pequenos 
que se conocen como diferenciales. 


Ejemplo 1. 

a) Hallar una expresion para la rapidez de una 
particula que se mueve de acuerdo a la ley horaria 

S = At 2 

2 

b) Si A = 1,4 m/s , hallar la distancia a la que se 
encuentra la particula y su rapidez para 10 segundos 
despues de iniciado su movimiento. 

Solucion. 

a) Si en el tiempo t esta en : 

S (t) = At 2 

Transcurrido un tiempo At , la particula estara en 

^(t+At) 

S (t + M) = Mt +At) 2 

= At 2 + 2 At At + A(At) 2 , 

Como 


A S = S [t+At) -S t 


= At 2 + 2 At At + A{At)~ At 2 
= 2 At At + A(At) 2 

La rapidez en el instante t es: 


v [t) = lim 


AS 


At^O 


,. 2 At At + A(At) 2 .. 

= lim- v —' = 2 At 

Ar^O A? 


b) Para f = 10 es 




S (io) ~ 


1,4 


m 


v s ; 

y su rapidez es 

f 


(lOs) 2 =140m 


^( 10 ) 


= 2 


1,4^ (10s) 2 =28 
V s ) s 


m 

2 


Ejemplo 2. Hallar una expresion para la rapidez de 
una particula que se mueve segun la ecuacion 
horaria 


S(t)= Asen(&tf) 

Solucion. 

En el intervalo de tiempo de t hasta t + At la 
particula que se mueve: 

AS = S(t + At)-S(t) 

= Asen<w(? + At)- Asencot 
= Asenox cos(ftiAf) + Acos(a?sen(®A?) 

- Asen^ 


La rapidez en un instante t cualquiera es 

r A5 
v = lim 

= Asen^cos(^yA?)+ Acos^sen(^A^)- Asen^ 

Af->0 /St 

V = A 0) COS (Dt 


El proceso desarrollado en los dos ejemplos 
anteriores se hace simple con la practica. 

Hay muchas reglas o formulas para derivar 
diferentes tipos de funciones. Estas pueden 
memorizarse o encontrarse en tablas. La tabla 
siguiente es una pequena muestra de estas. 


Derivadas de algunas funciones 


Funcion 

Derivada 

s = r 

dS y, - 1 

— = nt 
dt 

S=c 

^=0 

dt 

S = cu 

dS du 

dt dt 

S = u + v 

dS du dv 

dt dt dt 

S =uv 

dS du dv 

— = v- 1 - u — 

dt dt dt 

S = Asmcot 

dS „ 

— = Acocoscot 
dt 

S = Acos&tf 

dS 

— = -Acosencot 
dt 


Ejemplo 3. Hallar una expresion para la rapidez de 
una particula que se mueve de acuerdo a la ley 

horaria S = At 2 , usando formulas de la tabla 
anterior. 

Solucion. 

Tenemos que: 

_ dS _ j(Ar 2 

dt dt dt 

Ejemplo 4. Hallar una expresion para la rapidez de 
una particula que se mueve de acuerdo a la ley 


1 A dt 

— A _— 9 At 
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horaria = Asen(&tf ), usando formulas de la 

tabla anterior. 

Solucion. 

Tenemos que 

dS d(AsQncot) . dsencot 

v = — = —-- = A -= Aco cos cot 

dt dt dt 

Velocidad. La velocidad (que mas apropiadamente 
seria vector velocidad), a diferencia de la rapidez 
debemos incluir el concepto de direccion en nuestro 
estudio; para esto debemos emplear vectores. 

La figura muestra una particula que se esta 
moviendo a lo largo de la trayectoria curvilinea C. 



Sean Pi y P 2 las posiciones de la particula en los 
instantes t x y t 2 = t x + At . Los vectores posicion 

_ -> 

correspondientes son OP 1 = r 1 y 

-» -> -> -> 

0P 2 = r 2 = r 1 + A r . Siendo A r el vector 
desplazamiento y describe el desplazamiento de la 
particula de la posicion P x a la posicion P 2 . 

Velocidad media. El cociente entre el vector 

desplazamiento A r y el intervalo de tiempo At es 
el vector velocidad media. 

A r 

V m — 

At 

Como el desplazamiento es un vector y el tiempo es 
un escalar positivo, la velocidad es una magnitud 
vectorial que tiene la misma direccion y sentido que 
el desplazamiento. Esto significa que si una 
particula sufre un desplazamiento negativo, su 
velocidad sera tambien negativa. 

Velocidad instantanea. Como en el caso de la 

-» 

rapidez obtendremos la velocidad instantanea V 
tomando la velocidad media en un intervalo de 
tiempo cada vez menor At medido desde un cierto 
tiempo t x . En el limite, cuando At tiende a cero: 

-» -» -> -> 

~V \ T 2 - r\ At dr 

v( t x ) = Inn-= lim-=- 

h~^h At Ar->0 At dt 

La direccion de este vector es la direccion limite del 
vector cuando At —> 0 de la figura anterior. Es 

evidente que en este limite la direccion de A r es la 
de la tangente la trayectoria en Pi. 


La magnitud del vector velocidad instantanea, v , 
es decir v o simplemente V es igual a la rapidez 
instantanea en ese punto. 

La velocidad es la pendiente del grafico de x versus 
t, como se muestra en la figura. 



Cuando la pendiente es positiva, el objeto se esta 
moviendo a la derecha. 

Cuando la pendiente es negativa, el objeto se esta 
moviendo a la izquierda. 

Cuando la pendiente es cero, el objeto se detiene. 

Ejemplo 5. Entre dos observadores hay una 
distancia de 1050 m, uno de ellos dispara un arma de 
fuego y el otro cuenta el tiempo que transcurre desde 
que ve el fogonazo hasta que oye el sonido, 
obteniendo un valor de 3 s. Despreciando el tiempo 
empleado por la luz en hacer tal recorrido, calcular 
la velocidad de propagacion del sonido. 



Solucion. 

La velocidad es: 
c = s/t = 1050/3 = 350 m/s 

Ejemplo 6. Nos encontramos en una batalla naval, 
en un buque situado entre el enemigo y los 
acantilados de la costa. A los 3 s de ver un fogonazo 
oimos el disparo del canon, y a los 11 s del fogonazo 
percibimos el eco. Calcular la distancia a que estan 
de nosotros el enemigo y la costa. Velocidad del 
sonido, 340 m/s. 



Solucion. 

Despreciando el tiempo empleado por la luz en su 
recorrido, la distancia a que se encuentra el enemigo 
es: 

S = 340 x 3 = 1020 m 

El sonido emplea para ir y volver a la costa, desde 
nuestra posicion, un tiempo que es: 
t=U-3 = Ss => 2S’= 340 x 8 5’ = 1360 m 

La costa esta a 1020 + 1360 = 2380m. 


5 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 

















www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Movimiento rectilmeo 


Hugo Medina Guzman 


Ejemplo 7. La posicion de una particula en 
coordenadas cartesianas esta dada por la ecuacion 

r(t ) = x{t)i + y(t)j + z(t)lc 

donde 

x(t) = 5 + 6t 2 , y(t) = 3t , z(t) = 6 
t en segundos, x, y, z en metros. 

a) Determinar el desplazamiento entre t = Oy t = 1 s. 

b) Determinar la velocidad media 

c) Determinar la velocidad y la rapidez para tm Is. 
Solucion. 

a) para ? = Os,i= 5m, y = Om, z = 6m 
r o =5 i + 6k 

Para t= Is, jc = 1 lm, y =3m, z = 6m 
n = 1 If + 3j + 6k 

El desplazamiento es 

A r = r i - r o = (l l - 5)i + (3 - 0 )j + (6 - 6)k 
= 6i+3] 

b) la velocidad media es 


V m 

c) 


A r 
At 


6 [ + 31 

1-0 


= 6i + 3 j 


la velocidad instantanea es 


Jr j[(5 + 6f 2 )f+ 3$+ 6$] 

dt dt 


= \2tt+ 3 j 

Lamagnitudde V es 

r = 12 2 + 3 2 = 153 

= 12,4 m/s 

Valor que corresponde a la rapidez instantanea para 
t = Is. 


Ejemplo 8. Un auto esta parado ante un semaforo. 
Despues viaja en linea recta y su distancia respecto 
al semaforo esta dada por x(t ) = bt 2 - ct 3 , donde b = 
2,40 m/s 2 y c = 0,120 m/s 3 . 

a) Calcule la velocidad media del auto entre t = 0 y 
t= 10,0 s. 

b) Calcule la velocidad instantanea en 
i) t = 0; ii) t = 5,0 s; iii) t = 10,0 s. 

c) ^Cuanto tiempo despues de arrancar vuelve a 
estar parado el auto? 

Solucion. 

a) En t x — 0, X x — 0 , tal que la ecuacion 

x 0 —x. Ax 

P™ = — L = — 

m t 2 -t x At 

_x 2 _ (2,4Xl o) 2 - ( 0 , 120 X 1 o) 3 

Vm ~ t 2 = (10) 

= 12,0 m/s 


b) de la ecuacion v r = lim-= — , la velocidad 

A t dt 

instantanea en funcion del tiempo es 

v x =2bt-3ct 2 = (4,80)r — (0,360)f 2 

tal que 

i) v x (0) = 0, 

ii) v x (5) = (4,80)(5) - (0,360)(5) 2 = 15,0 y 

iii) v x (10) = (4,80)(10) - (0,360)(10) 2 = 12,0 

c) el auto esta en reposo cuando v x = 0 . 

Por consiguiente (4,80)^ — (0,360 )t 2 = 0 . 

El unico tiempo despues de t = 0 en que el auto se 

4,8 

encuentra en reposo es t = - = 13,3 s 

0,360 


Ejemplo 9. Un ciclista marcha por una region 
donde hay muchas subidas y bajadas 
En las cuestas arriba lleva una rapidez constante de 5 
km/h y en las cuestas abajo 20 km/h. Calcular: 

a) ual es su rapidez media si las subidas y bajadas 
tienen la misma longitud? 

b) ^Cual es su rapidez media si emplea el mismo 
tiempo en las subidas que en las bajadas? 

c) ual es su rapidez media si emplea doble tiempo 
en las subidas que en las bajadas? 

Solucion. 


a ) V„ 


rt C + V 

_ 3 total _ subida bajada 




t total 

hotal 

2 S 

2vjV 2 

Co 

+ 

Co 

1 

Vi +v 2 

Vi v 2 


v x t + v 2 t 

Vi+V 2 


= 8 km / h 


c) v = 


It 2 

= 12,5 km/h 

v x 2 1 + v 2 t _ 2v x + v 2 


2x5 + 20 


31 

= 10 km/h 


(Observese que la rapidez media es la media 
aritmetica de las rapideces uniformes unicamente en 
el caso de que el tiempo que duran los distintos 
recorridos sea el mismo). 


ACELERACION 

En el lenguaje ordinario el termino aceleracion se 
refiere solo a incrementos del modulo de la 
velocidad (rapidez), pero en Fisica se utiliza con un 
sentido mas amplio para designar un cambio del 
vector velocidad. En Fisica se dice que un cuerpo 
esta siendo acelerado no solo cuando aumenta su 
velocidad sino tambien cuando disminuye o cambia 
de direccion. 

Se llama aceleracion al cambio de la velocidad 
(vector velocidad) en el tiempo. 
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Aceleracion Media. 



La razon en la cual la velocidad cambia se mide por 
la aceleracion. Asi si un objeto tiene la velocidad 
-> -> 

V1 en el t x del tiempo y velocidad V 2 en el t 2 , su 

aceleracion media es 

V2-vi Av Av- 

dm = — — l 

t 2 - t x At At 

Supongamos que una particula que se mueve en la 
trayectoria C de la figura anterior en el instante t x 
esta en Pi con una velocidad v x y en el instante 

1 2 = t x + At esta en P 2 con una velocidad v 2 . Por 
defmicion el vector aceleracion media de la particula 
entre los instantes es t x y t 2 es 
-> -> -> 

2 _ V2— Vl _ A V 

^ m — — 

f 2 - t x At 

Las dimensiones de la aceleracion son \a\ = LT 2 
La unidad de la aceleracion en el sistema SI esta en 
metros / segundo por segundo: 
m/s m 



Aceleracion Instantanea o simplemente 
aceleracion. Cuando t 2 —> t x o At —» 0 
llegaremos al valor de la aceleracion en el instante 
t x . Este proceso para el limite se expresa 
matematicamente como 


^ .. V2-V1 -. Av dv 

a(t x ) = lim-= lim-=- 

*2-«i f 2 — ^ A ^° Af dt 


Como V =-, tenemos: 

dt 

d 2 7 

dt 2 

Es mejor evitar el uso de la palabra comun 
“desaceleracion.” 

Describa la aceleracion simplemente como positiva 
o negativa. 


a = 


d v 
dt 


d_ 

dt 


d r 
dt 


Observe que la aceleracion negativa no significa 
necesariamente “bajar la velocidad”. 

Cuando la velocidad y la aceleracion ambas tienen el 
mismo signo, el objeto aumenta su velocidad. 
Cuando la velocidad y la aceleracion tienen signos 
opuestos, el objeto disminuye su velocidad. 

Los graficos de la figura siguiente ilustran el 
desplazamiento, la velocidad, y la aceleracion para 
un objeto en movimiento. 



velocidad 

constants 


f aumenta\\ baja la 

la. j j Vvvelocidad 
velocidad 


a 




a > 0 disminuyendo 


,, fl < 0 disminuyendo 


a > 0 t 

aumentando ^<0 aumentando 


Ejemplo 10. Una particula se mueve a lo largo de 
una linea curva 

r( t ) = (t 2 +t)i + {2t - \)j + {t 2 - 2 t 2 ^jk 

Encontrar: 

a) La velocidad para t = 1 s y para t = 3s. 

b) La aceleracion media entre t = 1 s y para t = 3s. 

c) La aceleracion y su magnitud para t = Is. 

Solucion. 

a) Las ecuaciones parametricas son: 
x(t) = t 2 + 1 , y(f) = 2t - 1 , z{t) = t 3 - 2t 2 
Las componentes de la velocidad son: 


dx dy 

= —= 2f + l,v= —= 2. 


v = —= 3; 2 +4? 

La velocidad es: 
v (?) — (2^ +1)/ +2 j + (3^ — 

/V /V /V 

Para r = 1 s : v(i) = 3i + 2j-k 

Para t = 3 s. V (3) — 7/ + 2 j + 1 

b) La aceleracion media entre £ = lsy £ = 3 s. 


dm — 


A v _ v (3) v(i) _ 


At 


3-1 


(7 - 3)i + (2 - 2)J + (l5 + l)fc 


a m = 2 i + 8k 
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c) la aceleracion instantanea es 

-» 

a( t ) = = — [(2r +1)/ + 2 j + (3^ 2 - 4^)&] 

d't' d't' 

= 2i+(6t-4)k 

para 7 = E? 

a(i) = 2 i + 2/: 

la magnitud de la aceleracion es 

a(l) = a/ 2 2 +2 2 = 2V2 m/s 2 


Ejemplo 11. Una persona que se asoma por la 
ventana de un edificio alto de oficinas observa lo 
que sospecha es un ovni. La persona registra la 
posicion del objeto en funcion del tiempo y 
determina que esta dada por 

r( t ) = -5,0 ti + I0,0t]+ (l,Ot-3 fit 2 )k 

a) Obtenga los vectores de: desplazamiento, 
velocidad y aceleracion del objeto en t = 5,0 s. 

b) /,Hay algun tiempo en que la velocidad del objeto 
sea cero? 

c) /,La aceleracion del objeto es constante o cambia 
con el tiempo? 

Solucion. 

a) El vector desplazamiento es: 

r( t ) = -5,0 ti + \0fitj + (lfit-3fit 2 )k 
El vector velocidad es la derivada del vector 
desplazamiento: 


d r(t) 
dt 


- 5,0 i + 10,0; + [7,0 - 2(3,0 )f]£ 


y el vector aceleracion es la derivada del vector 
velocidad: 


d r{t) 
dt 2 


= - 6,0 ^ 


en t= 5,0 s: 

7(5) = - 5 , 0 ( 5 ); + 10 , 0 ( 5 ); + [ 7 , 0 ( 5 )- 3,0(5) 2 ]fe 
= -25,0;'+ 50,0;-40,0^ 


d 2 7(5) 

d? 


= - 6,0 k 


^ ^ A r Ajc ? 

v =vi = -= —1 = - -1 

At At t-1 0 


Ax x-x n 

v = — =-- = tan a 

At t-t 0 


Diagrama velocidad-tiempo 


V 

V 


t n 


t t 


El grafico velocidad-tiempo del movimiento 
uniforme es una recta paralela al eje del tiempo. 


De V = 


x-x n 


t~tn 


= x 0 +v(t-t 0 ) 


Si el instante inicial t 0 = 0 , tenemos 


x = x 0 + vt 


Diagrama espacio-tiempo 



El grafico indica las posiciones instantaneas del 
movil en cada instante 


MOVIMIENTO RECTILINEO 
UNIFORMEMENTE VARIADO. 

Para que un movimiento sea rectilmeo 
uniformemente variado su aceleracion debe ser 
constante y diferente de cero. 

Estudio del Movimiento 


b) la velocidad en ambas direcciones v e y es 
constante y diferente de cero, luego la velocidad 
nunca puede ser cero 

c) La aceleracion del objeto es constante, ya que t no 
aparece en el vector aceleracion. 

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME. 

Para que un movimiento sea rectilmeo uniforme su 
velocidad debe ser constante, es decir, que la 
aceleracion sea siempre igual a cero. 

Estudio del Movimiento 

—» —> 

Como el movimiento es uniforme V m = V , y 
considerando que su trayectoria esta en el eje x 


Como la aceleracion es constante, a m = a 
dv Av 

a = — = — = constante 
dt At 

7 A V Av r 

a = ai = -= —1 

At At 

_ Av _ v - v 0 

At t-t 0 

v-v 0 =a(t-t 0 ) 

Si el tiempo inicial t 0 = 0 

v = v 0 + at 
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Diagrama velocidad-tiempo 



a = 


Av v - v n 


At 


t t r\ 


= tan a 


La velocidad media: 

Si la posicion en 1 0 es ro=X Q i y la posicion en t 


es r = xi , la velocidad media en este intervalo es 


Ax _ x - x 0 
At t-t 0 


La posicion. 

De lo anterior: 

y X = X 0+ V m( t - t 0 ) 

Por otra parte como la velocidad es una funcion 
lineal, la velocidad media v m es 


V +V, 


V = 


0 


y como V = V 0 + a(t ~t 0 ) 
resulta 


v 


V„ = 


fmalmente 


x = x 0 + 


+ [v 0 +a(t-t 0 )]_ a(t-t 0 ) 


v o +' 


i{t-t 0 ) 


- v 0 +■ 


(t-to) 


x = x o+v 0 {t-t 0 )+^a(t-t 0 ) 2 


Si el tiempo inicial t Q = 0 


x — Xq + v 0 t + — at 


Diagrama espacio -tiempo 



Ejemplo 12. Demostrar que el area encerrada bajo la 
curva de la velocidad del diagrama velocidad-tiempo 
es igual al modulo del desplazamiento 
Ax = x - x 0 . 



Solucion. 

El area encerrada es igual al area de un trapecio 
cuyas bases son b x = V y b 2 = v 0 con altura 

h = (t-t 0 ). 

11 • (A + br, ) 

Area del trapecio = h 


= v o( t - t o)+^( v - v o\ t - t o) 


Pero como a = tan a = 


( v ~ v o) 

{t-h) 

( v - v 0 ) = a(t -t 0 ) 


Luego 


Area del trapecio = v 0 (t -t 0 )+ ^a(t -t 0 ) 2 

Valor que precisamente corresponde al 
desplazamiento Ax = x — x 0 . 


LA ECUACION DE TORRICELLI. 

Podemos obtener una relacion muy util eliminando 
el tiempo como variable en la ecuacion 

x = x 0 +v 0 (t-t 0 )+^a(t-t 0 f 


Como a = 


( v ~ v o ) 




( v ~ v o) 
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Sustituyendo 


V-V, 


) 1 IV 

- + — a 


( v — v o ) 2 


* = *o+V 0 

ala 

De donde se puede despejar: 

v 2 = Vq + 2 a(x-x 0 ) 

Conocida como la ecuacion de Torricheli. 



Los diagramas aceleracion-tiempo, velocidad- 
tiempo y espacio-tiempo correspondientes son los 
siguientes: 

a 


Descripcion del movimiento de una particula con 
aceleracion constante. 


Consideramos una aceleracion constante a > 0 en 
el sentido positivo de la trayectoria. 


ler Caso: 

La particula tiene una velocidad inicial V 0 > 0. 
La particula se desplaza de P 0 al infmito con un 
sentido constante y aumentando su velocidad. 

Po 
I ^ 


Los diagramas aceleracion-tiempo, velocidad- 
tiempo y espacio-tiempo correspondientes son los 
siguientes: 

a 




t 


a 0 = constante 


/ 

a 0 = constante 





1 2 

x = Xq + v 0 t + —a 0 t 

2do. Caso: 

La particula tiene una velocidad inicial V 0 <0. 

La particula se desplaza de P 0 en sentido negativo 
con movimiento retardado (desacelerado) hasta 
detenerse en P { y cambia de sentido. A partir de ese 
instante la velocidad aumenta constantemente 
(acelerado) y se desplaza al infmito con un sentido 
constante. 


Ejemplo 13. Una tortuga camina en linea recta 
sobre lo que llamaremos eje v con la direccion 
positiva hacia la derecha. La ecuacion de la posicion 
de la tortuga en funcion del tiempo es 
X( t ) = 50,0 cm + (2,00 cm/s)f - (0,0625 cm/s 2 )t 2 . 

a) Determine la velocidad inicial, posicion inicial y 
aceleracion inicial de la tortuga. 

b) ^En que instante t la tortuga tiene velocidad cero? 

c) ^Cuanto tiempo despues de ponerse en marcha 
regresa la tortuga al punto de partida? 

d) i En que instantes t la tortuga esta a una distancia 
de 10,0 m de su punto de partida? /,Que velocidad 
(magnitud y direccion) tiene la tortuga en cada uno 
de esos instantes? 

e) Dibuje las graficas: x-t , v x -t y a x -t para el intervalo 
de t = 0 a t = 40,0 s. 

Solucion. 

v x = — = 2,00 cm/s - (0,125 cm/s 2 )/ 
dt 

a x = — 1 - = -0,125 cm/ s 2 
A dt ' 

a) En t = 0,x = 50,0cm, v x = 2,OOcm/s, 
a x = -0,125 cm/s 2 . 

b) Hagamos v* = 0 y resolvamos para t : 

t = 16,0 s 
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c) Hagamos x = 50,0 cm y resolvamos para t. 

Esto da: t = 0 y t = 32,0 S . 

La tortuga regresa al punto de partida despues de 
32,0 s. 

d) La tortuga esta a 10,0 cm del punto de partida 
cuando x = 60,0 cm o x = 40,0 cm. 

Hagamos x = 60,0 cm y resolvamos para t : 

t - 6,20 s y t = 25,8 s 
En t = 6,20 s, y* = + 1,23 cm/s. 

En t = 25,8 s, v* = - 1,23 cm/s. 

Hagamos X = 40,0 cm y resolvamos para t : 
t = 36,4 s 

(la otra raiz de la ecuacion cuadratica es negativa y 
por lo tanto sin significado fisico). 

En t = 36,4 s, Vjc = - 2,55 cm/s. 


f + 10I-11 = 0 


t = Is 


v D = v c + at = 50 +10 = 60 cm/s 

b) v B = ]2aAB 

=> AB = ^ = — = 20cm 
2 a 20 

c) 

v B = at 

20 = 101 

d) Sera la suma de los tiempos parciales: 
t — 2 + 3 +1 = 6 s 



MOVIMIENTO VERTICAL CON 
ACELERACION DE LA GRAVED AD. 


e) 




Ejemplo 14. Un movil parte del reposo y de un 
punto A, con movimiento rectilmeo y 
uniformemente acelerado (a =10 cm/s 2 ); tarda en 
recorrer una distancia BC = 105 cm un tiempo de 3 
s, y, fmalmente, llega al punto D (CD = 55 cm). 
Calcular: 

a) La velocidad del movil en los puntos B, C y D. 

b) La distancia AB. 

c) El tiempo invertido en el recorrido AB y en el 
CD. 

d) El tiempo total en el recorrido AD. 

-O-*-O—*- 

A B CD 


Solucion. 

a) 

1 9 

BC = vj + —at 
B 2 

105 = v„3 + Hox 3 2 
B 2 


v B =20 cm/s 


v c = v B + at = 20 + 30 = 50 cm/s 


1 9 

CD = v r t + —at 
c 2 

55 = 50t + -l0t 2 
2 


La variacion de la magnitud de la aceleracion g^ 

debido a la gravedad en la superficie de la tierra con 
la latitud esta dada por la formula internacional de la 
gravedad adoptada en 1930 por el Congreso 
Geofisico Internacional: 

978,049000 (1 + 0,0052884 sen 2 </> 

-0,0000059 sen 2 2(j>) 

g en cm/s 2 , (f> en grados 

Donde (f> es la latitud de la tierra medida en el 

ecuador 

Para (/> = 0° (ecuador), g 0 =978,0490 
Para (/) = 90° (polos), g 90 =983,2213 


La variacion de la aceleracion gravitacional con la 
altura sobre el nivel del mar es aproximadamente 
g = ^-0,000002860/* 

2 

h en metros y g ^ en m/s 
Donde h < 40 000 m 


Cerca de la superficie de la tierra la magnitud de la 
aceleracion debido a la gravedad varia muy poco 
con la altura y en los calculos tecnicos ordinarios se 
toma g = 9,81 m/s 2 (dirigido verticalmente hacia 
abajo). 


Un cuerpo que se deja caer esta sometido a la 
aceleracion de la gravedad y su movimiento 
corresponde a un movimiento rectilmeo 
uniformemente variado en el eje vertical 
perpendicular a la tierra, 

1 2 

y = y 0 +v 0 t + -at 


v = v 0 + at 
a = ~g 


a) Caida libre 
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I* 


h 

"r 

y 

Tnrnhrn 

Si se deja caer un cuerpo desde una altura h sobre el 
nivel del piso y consideramos despreciable la 
resistencia del aire. 

En este caso y 0 = h , v 0 = 0 , luego: 

y 1 2 
y = h--gt 

V = ~gt 

a — ~g 

El cuerpo toca tierra cuando y = 0 

1 2 

Luego h — — gt = 0 t = 
y la velocidad es V = ^2gh 


b) Lanzamiento hacia arriba 

Si el mismo cuerpo desde la misma altura h se lanza 

hacia arriba con velocidad v 0 , se mueve con un 

movimiento rectilmeo uniformemente retardado 
(desacelerado). 


y m 


t 

y 

TTjnTtnbrri 


y = h + v 0 t + - — gt 


V = V n 


■8* 


a - ~g 

El cuerpo sube hasta que alcanza la altura maxima 
y m . Esta corresponde a cuando la velocidad 
disminuye a cero. 


= 


8 


ro 

1 

M 

yg y 

2 

Uy 


v 0 -gt = 0 

De aqui y m = ft + v 0 


= h + *L 
2 

Cuando el cuerpo pasa por el punto de lanzamiento 

y = h 


11 1 2 

h — h + v 0 t H— — gt 


tp 


2vq 

g 


y P°r 


supuesto t p = 0, que corresponde al tiempo inicial. 
Observamos que t p = 2 t m 
La velocidad es 

^2Vn ^ 


Vp = v 0 - g 


= v 0 -2v 0 =-v 0 


K o 

V 8 J 

Finalmente toca piso cuando y = 0 

2v. 


1 9 

h + v 0 t--gt =0 

cuya solucion es 


t 2 - 


2 h 


-2-t-— = 0 
g g 


V v o + 2^ 


t = — ± 

g g 

toca el piso al tiempo 

t _ v o | V v o + 

« § 

con una velocidad 

v = -V v o + 2 8 h 

c) Lanzamiento hacia abajo 

Si el mismo cuerpo desde la misma altura h se lanza 

hacia abajo con una velocidad v 0 , el cuerpo se 

mueve en un movimiento rectilmeo uniformemente 
acelerado. 

y 
P 


h 

"t 

7777777^777 


y = h-v 0 t--gt 2 


v = -v„ 


gt 


a = ~g 

El cuerpo alcanza el piso cuando y = 0. 

/ 1 2 A 2 2v 0 2 h 

h-v 0 t - — gt = 0 t H- —t -= 0 


g 


g 


cuya solucion es 


t _ v o + V v o + 2/z 


g g 

toca el piso al tiempo 

t _ v o ( V v 0 + 2/ * 

g g 

con una velocidad 


12 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 









































www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Movimiento rectilmeo 


Hugo Medina Guzman 


v = — Jvq +2 gh 

Ejemplo 15. Desde lo alto de un edificio, se lanza 
verticalmente hacia arriba una pelota con una 
rapidez de 12,5 m/s. La pelota llega a tierra 4,25 s, 
despues. Determine: 

a) La altura que alcanzo la pelota respecto del 
edificio. 

b) La rapidez de la pelota al llegar al suelo. 

Solucion. 

La altura en funcion del tiempo sera 



Con g = 10m/s 2 , v 0 = 12,5 m/s 
y = h + 12, 5t-5t 2 

a) Al tiempo t = 4,25 s, y = 0, luego: 
h + 12,5(4,25) - 5(4,25) 2 = 0, 

=> h = 37,19 m 

b) v y = 12,5 - 10f= 12,5 - 10(4,25) 

= -30,0 m/s 


Ejemplo 16. Se deja caer un cuerpo desde una altura 
de y 0 = 33 m, y simultaneamente se lanza hacia 
abajo otro cuerpo con una rapidez inicial de 1 m/s. 
Encontrar el instante en que la distancia entre ellos 
es de 18 m. 

Solucion. 
yi = 33- 5Z 2 
y 2 = 33 -1 - 5? 

}’l -}’2 = t 

Entonces la distancia entre ellos es 18m a los 18 s 


Ejemplo 17. Un cuerpo que cae, recorre en el ultimo 
segundo 68,3 m. Encontrar La altura desde donde 
cae. 

Solucion. Suponiendo que se solto del reposo 
y = h-5t 2 

h 

El tiempo en que llega al suelo es t= — 


La distancia recorrida en el ultimo segundo sera 


y 


h 


-1 


-y 


1 


( l/L 

Cu 


J 


v : L 


-5 

h = 268,6 m 


fu V 


-1 


= 68,2 


Ejemplo 18. Desde lo alto de un acantilado, se deja 
caer una piedra, desde la misma altura se lanza una 
segunda piedra 2 s mas tarde con una rapidez de 30 
m/s. Si ambas golpean el piso simultaneamente. 
Encuentre: La altura del acantilado. 

Solucion. 
yi = h - 5 1 2 

y 2 = h - 30 (t - 2) - 5 (t - 2) 2 
Siendo al mismo tiempo 
yi = h - 5t 2 = 0 


y 2 = h- 30 (t - 2) - 5(t -2 f = 0 
De aqui t = 4 s; 
h = 80m 

Ejemplo 19. Desde el piso, se lanza hacia arriba una 
pelota con una rapidez de 40 m/s. Calcule: 

a) El tiempo transcurrido entre los dos instantes en 
que su velocidad tiene una magnitud de 2,5 m/s. 

b) La distancia respecto al piso que se encuentra la 
pelota en ese instante. 

Solucion. 

y = v 0 t-2 g t 2 (i) 

= V 0 - gt (2) 


a) De la ecuacion (2): 

= V 0 - gt x = 2,5 
= v 0 - gt 2 = -2,5 

Restando obtenemos: 

At = t 2 —t x = — = 0,55 

8 

b) De la ecuacion (2): 

V v = V 0 - gt x = 2,5 

40 - gt x = 2,5 
37,5 

=P /, =- = 3,83 s. 

1 9,8 

Con t\ en (1): 

h = 40(3,83)-lg(3,83) 2 = 81,41m. 

Con t 2 se obtiene la misma altura, porque es cuando 
la pelota esta de bajada. 


Ejemplo 20. Una roca cae libremente recorriendo la 
segunda mitad de la distancia de caida en 3(s). 
Encuentre 

a) la altura desde la cual se solto. 

b) El tiempo total de caida. 

Solucion. 



El tiempo en que alcanza h/2 es t x — 


h 

8 


y el 


tiempo en que h = 0 es t 2 = 


12h 
8 


a) por lo tanto el tiempo empleado en la segunda 
parte de recorrido es 

2 h h 


= 3 h = 524,6] 


8 

b) t = 


\l 8 

2h 

\l 8 


524,6 


= 10,2 s 
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Ejemplo 21. Se deja caer una piedra desde un globo 
que asciende con una velocidad de 3 m/s; si llega al 
suelo a los 3 s, calcular: 

a) Altura a que se encontraba el globo cuando se 
solto la piedra. 

b) Distancia globo-piedra a los 2 s del lanzamiento. 


V 


Solucion. Tomaremos el origen de coordenadas en 
el punto en que se suelta la piedra. Magnitudes 
positivas son las que tienen direcci6n hacia arriba. 

a) 


v 0 = 3m/s 
g «10m/s 2 > 
t = 3s 


y = h + 3t 


2 


10 1 2 


Cuando la piedra toca suelo, y = 0 
Luego 


ft = 3(3)-|lO(3) 2 


= 36 m 


b) 

f = 2 s. 


h\\ distancia al origen del globo en t'. 
h 2 : distancia al origen de la piedra en t ? . 



Solucion. 

Primer metodo: 

En el instante en que empieza a caer el cuerpo el 
ascensor lleva una velocidad vertical hacia arriba v. 


El espacio vertical y hacia abajo que debe recorrer la 
lampara es: 


vt + 



\ 

J 


(h = altura del ascensor) y (vt + at 2 12) ascenso del 
suelo de este. La lampara al desprenderse lleva una 
velocidad inicial hacia arriba v. Aplicando la 
ecuacion: 


1 2 

s = vt + —at 
2 

Siendo positivas las magnitudes hacia arriba y 
negativas las descendentes, tendremos: 

7 1 2 1 2 

-h + vt + at = vt - gt =4> 

2 2 


t 


2 h 

g+a 


2x3 
9,8 + 1 


= 0,74 s 


h\ - v {)^~ 3x2 = 6m 

h 2 = v 0 t'+^gt' 2 = 3x2 10x40 -14m 

6 + 14 
= 20 m 


Ejemplo 22. La cabina de un ascensor de altura 3 m 
asciende con una aceleracion de 1 m/s 2 . Cuando el 
ascensor se encuentra a una cierta altura del suelo, se 
desprende la lampara del techo. Calcular el tiempo 
que tarda la lampara en chocar con el suelo del 
ascensor. 


Segundo metodo: 

La aceleracion de la lampara respecto al ascensor, 
considerando magnitudes positivas hacia abajo, es: 
ci B a = a B - a A = 9,8 - (-1) = 10, 8 m/s 2 
y 1 2 
2 ~ 2 aBA * ^ 



2x3 

To^ 


= 0,74 s 


Ejemplo 23. Una bola es lanzada verticalmente 
hacia arriba con una velocidad de 20 m/s de la parte 
alta de una torre que tiene una altura de 50 m. En su 
vuelta pasa rozando la torre y fmalmente toca la 
tierra. 

a) ^Que tiempo t x transcurre a partir del instante en 
que la bola fue lanzada hasta que pasa por el borde 
de la torre? /,Que velocidad v\ tiene en este tiempo? 

b) iQue tiempo total t 2 se requiere para que la bola 

llegue al piso? ^Cual es la velocidad v 2 , con la que 
toca el piso? 
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c) ^Cual es la maxima altura sobre el suelo 
alcanzada por la bola? 

d) Los puntos Pi y P 2 estan a 15 y 30 m, 
respectivamente, por debajo del techo de la torre. 
^Que tiempo se requiere para que la bola viaje de Pi 
a P 2 ? 

e) ^Se desea que despues de pasar el borde, la bola 
alcance la tierra en 3s, ^con que velocidad se debe 
lanzar hacia arriba de la azotea? 


u 

V Q =20 m/s 




50 m 


Torre 


|c?=-E>,8 m/ S 2 


V 2 


Solucion. 

a) Para el sistema de coordenadas mostrado en la 

1 2 

figura, y = v 0 t + — at . 

Pero en el borde del techo v - 0. luego 

1 2 

° = Vi + 2 fl *i ’ 

De la cual t\ = 0, indica el instante en el cual la bola 
es lanzada, y tambien t\ = 4,08 s, la cual es el 
tiempo en que la bola retorna al borde. 

Luego, de v = v 0 + at 

Vl = 20 + (- 9,8X4,08) = -20m/ S, que es el 
negativo de la velocidad inicial. 

b) — 50 = 20^2 + — ( — 9,8)/ 2 => t 2 — 5,8 s 

v 2 =20 + (-9,8X5,8)=-37m/s 

c) Maxima altura sobre tierra: h = y max + 50 . 

De Vg +2ay max =0,=> 

>- = ^>m= 20Am 

Luego, h = 70,4 m. 

d) Si t\ y t 2 son los tiempos para alcanzar Pi y P 2 , 
respectivamente, 

-15 = 20^-4,9^ y -30 = 20f 2 -4,9r 2 2 
Resolviendo, t\ = 4,723 s, t 2 = 5,248 s, y el tiempo 
de Pi a P 2 es ( t 2 -1\) = 0,525 s. 

e) Si v 0 es la velocidad inicial deseada, entonces -v 0 
es la velocidad cuando pasa el borde. Luego 

1 2 

aplicando y = v 0 t H— at al viaje hacia abajo de 


la torre, encontramos: 

-50 = (- v 0 )(3) - 4,9(3) 2 , =^> v 0 = 1,96 m/s. 


Ejemplo 24. Una maceta con flores cae del borde de 
una ventana y pasa frente a la ventana de abajo. Se 
puede despreciar la resistencia del aire. La maceta 
tarda 0,420 s en pasar por esta ventana, cuya altura 
es de 1,90 m. i A que distancia debajo del punto 
desde el cual cayo la maceta esta el borde superior 
de la ventana de abajo? 

Solucion. 

Si la velocidad de la maceta en la parte superior de 
la ventana es v 0 , podemos encontrarla en funcion 


h = v o t + ~S^ 


de la altura h de la ventana y el tiempo que tarda en 
pasarla:: 

1 2 2 h-gt 2 

-gt 2 => v 0 =-— 

2 0 It 

2(1,90)-(9,8X0,42) 2 . 

Luego: v n = — - — A—4/- — = 2,47 — 

0 2(0,42) s 

La distancia y desde la azotea al borde superior de 
la ventana es: 


v, 




0 2 , 47 " 


= 0,311m 


2g 2(9,8) 

Otra forma de encontrar la distancia es: como 
t = 0,420 s es la diferencia entre los tiempos 

tornados en caer la las alturas (y + h) e y , 
tenemos 

(2 (y + h) \ly 


t = 


g 


g 


\gt 


+ y[y =y[JTh 


Elevando al cuadrado: 

>2 


gt 


+ ^2gy? + y = y + h 


=> ^- + V 2 ^V 2 =h 

Resolviendo para y 


y = 


2 g 


2h - gt 


1 y 




it 


Con los datos 


y : 


2(9,8) 


2(l,9)-(9,8X0,42) 2 

2(0,42) 


n2 


0,311m 


Ejemplo 25. Malabarismo. Un malabarista actua 
en un recinto cuyo cielorraso esta 3,0 m arriba del 
nivel de las manos. Lanza una pelota hacia arriba de 
modo que apenas llega al techo. 

a) ^Que velocidad inicial tiene la pelota? 

b) ^Cuanto tiempo tarda la pelota en llegar al techo? 
En el instante en que la primera pelota esta en el 
cielorraso, el malabarista lanza una segunda pelota 
hacia arriba con dos terceras parte de la velocidad 
inicial de la primera. 
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c) ^Cuanto tiempo despues de lanzada la segunda 
pelota se cruzan las dos pelotas en el aire? d) que 
altura sobre la mano del malabarista se cruzan las 
dos pelotas 

Solucion. 

a) Tomemos el sentido positivo hacia arriba. 
Tenemos que V 2 = v] y - 2g(y - y a ) 

En el cielorraso, v y = 0 , y — y Q = 3,0 m . 

Luego: 0 = v 2 y - 2(9,8X3) => v 0y = 7,7m/s. 

b) Tambien tenemos: 

v y =v 0y -gt = 0 = 7,7-9,8 1 
=^> t = 0,78 s. 

c) Tomemos el sentido positivo hacia abajo. 

La primera bola viaja hacia abajo una distancia d 
en el tiempo t . Como comienza desde su maxima 
altura, v 0y =0. 

d = v 0y t + \gt 2 =^> d = (4,9 m/s 2 )t 2 

La segunda bola tiene 

v' 0> = 1(7,7 m/s) = 5,1 m/s. 

En el tiempo t habra viajado hacia arriba 
(3,0 m- d) y estara en el mismo lugar que la 

primera bola. (3 — d)= V ? 0y t — j gt 2 
(3-d) = 5,lr-4,9r 2 

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas. 
Resolviendolas obtenemos: 

t = 0,59 sy d = 1,7 m. 

d) 3,0 m - d = 1,3 m 

Ejemplo 26. Una manzana cae libremente de un 
arbol, estando originalmente en reposo a una altura 
H sobre un cesped crecido cuyas hojas miden h. 
Cuando la manzana llega al cesped, se frena con 
razon constante de modo que su rapidez es 0 al 
llegar al suelo, 

a) Obtenga la rapidez de la manzana justo antes de 
tocar el cesped. 

b) Obtenga la aceleracion de la manzana ya dentro 
del cesped. 

c) Dibuje las graficas: v-t y a-t para el movimiento 
de la manzana. 

Solucion. 

a) La rapidez de un objeto que cae una distancia 
H en caida libre una distancia H — h es: 

v = 4~2 jum). 

b) La aceleracion para llevar a un objeto desde la 
rapidez v al reposo sobre una distancia h es: 

a= v± = 2 g (H-k) (H_ \ 

2h 2 h ' h J 

c) 



Ejemplo 27. En el salto vertical, un atleta se 
agazapa y salta hacia arriba tratando de alcanzar la 
mayor altura posible. Ni los campeones pasan 
mucho mas de 1,00 s en el aire (“tiempo de 
suspension”). Trate al atleta como particula y sea 

ymax su a l tura maxima sobre el suelo. Para explicar 
por que parece estar suspendido en el aire, calcule la 
razon del tiempo que esta sobre y mdx / 2 al tiempo 

que tarda en llegar del suelo a esa altura. Desprecie 
la resistencia del aire. 

Solucion. 


El tiempo al caer para alcanzar y mdx es: 


h ~ 


\2y , 

j y max j ^ 

8 


El tiempo al caer para alcanzar y mdx / 2 es: 

I y max 1 


^2 




g a/2 V2 


s. 


1 


El tiempo debajo de y d / 2 es 1 - -j= , de tal 

V2 

manera que la razon entre el tiempo que esta sobre la 
mitad de la altura maxima y el tiempo que esta por 
debajo de la altura maxima es. 

1 .2,4. 


1-1/V2 J2-1 


Esto explica porque el atleta parece estar suspendido 
en el aire. 


Ejemplo 28. Un excursionista despierto ve caer un 
penasco desde un risco lejano y observa que tarda 
1,30 s en caer el ultimo tercio de la distancia. Puede 
despreciarse la resistencia del aire. 

a) iQue altura (en m) tiene el risco? 

b) Si en (a) obtiene dos soluciones de una ecuacion 
cuadratica y usa una para su respuesta, ^que 
representa la otra? 

Solucion. 


a) Sea h la altura y toma un tiempo t en caer: 
h = \gt 2 
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Si tarda 1,30 s en caer el ultimo tercio h : 
f h = \g(t-l,3) 2 

Eliminando h de estas dos ecuaciones obtenemos: 

\gt 2 =\g(t- 1,3) 2 
t 2 -7,8? + 5,07 = 0 

ft = 7,08s 

Resolviendo t = 3,9 ± 3,18 s 

[t 2 = 0,73s 

La primera es la solucion correcta porque es mayor 
que 1,30 s, 

h = i(9,8X7,08) 2 = 245,6 m 

b) Con la segunda solucion para t encontramos h = 
2,6 m. Esto corresponderia a un objeto que estaba 
inicialmente cerca del fondo de este "acantilado" que 
era lanzado hacia arriba y tomando 1,30 s la subida a 
la cima y la caida al fondo. Aunque fisicamente es 
posible, las condiciones del problema imposibilitan 
esta respuesta. 


Ejemplo 29. Desde la comisa de un edificio de 60 m 
de alto se lanza verticalmente hacia abajo un 
proyectil con una velocidad de 10 m/s. Calcular: 

a) Velocidad con que llega al suelo. 

b) Tiempo que tarda en llegar al suelo. 

c) Velocidad cuando se encuentra en la mitad de su 
recorrido. 

d) Tiempo que tarda en alcanzar la velocidad del 
apartado c). 



Solucion. 

Tomamos como origen de coordenadas el punto de 
lanzamiento y como sentido positivo el del eje 
vertical descendente. Las ecuaciones de este 
movimiento seran: 


v = v 0 +gt 

1 2 

s = v 0 t + -gt 


v 0 = 10 m/s 
g * 10m/s 2 


a) y b) ft = 60 m 

v = 10 + 10r 

60 = 10r + —10r 2 
2 

c) y d) ft ’ = 30 m 

v'= 10 + 1 Of' 

30 = 10r’+—iQr' 2 
2 


t = 2,6 s 
v = 36m/s 


t'= 1,65 s 
v f = 26,5m/s 


Ejemplo 30. Una piedra que cae libremente pasa a 
las 10 horas frente a un observador situado a 300 m 
sobre el suelo, y a las 10 horas 2 segundos frente a 
un observador situado a 200 m sobre el suelo. Se 
pide calcular: 

a) La altura desde la que cae. 

b) En que momento llegara al suelo. 

c) La velocidad con que llegara al suelo. 



Solucion. 


/?, = 300m 
h 2 = 200m 
/? 3 = 100m 


t x =2s 
g «10m/s 2 


a) 

v 2 = v i + 8h => v 2 = v x +10 x 2 

1 2 1 
= v x t x + — gt 2 => 100 = 2vj + —10 x 4 


K= 


h 

' l 4 n. 

2 g 


H =h 2 +h 4 

De aqui se obtiene < 


2x10 

Vj = 40m/s 
v 2 = 60m/s, 
h 4 = 180m 


Finalmente H = 200 +180 = 380m 


b) Llamando h al tiempo que tarda en recorrer h\. 
K =V { t 2 +~gt 2 

=> 300 = 40? 2 + ^lOt 2 

2 2 2 

t 2 =5s 

Luego llega al suelo a las 10 horas 5 segundos 

c) v= 2gH - /2x 10x380 

= 87 m/s 
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PROBLEMA INVERSO - CALCULO 
INTEGRAL 

Conociendo la ley del movimiento X = x(t ) es 
posible sin mayores dificultades calcular v(/) y 
a(t ) tal como fue mostrado 

_ dv(t) _ d 2 x{t) 
~ dt 2 


x(t) =^> v(^) = dxi?) —> a ^ 

W W dt dt 

Como hemos visto, el calculo diferencial 
proporciona la herramienta para determinar la 
velocidad y aceleracion en cualquier instante del 
tiempo. 

En esta seccion veremos como el calculo integral, 
que es el inverso del calculo diferencial, puede 
utilizarse para deducir las formulas que ya hemos 
visto. Por ejemplo, hallar la posicion de una 
particula en un instante cualquiera, dado su 
velocidad inicial y su aceleracion conocida. 


Ya hemos demostramos que el area encerrada bajo 
la curva de la velocidad del diagrama velocidad- 
tiempo es igual al desplazamiento. 


Area del trapecio = v Q (t-t 0 )+^a(t-t 0 ) 2 


:-*o = v o( t - t o)+^ a ( t ~ t of 


En el caso de un movimiento con velocidad 
constante el desplazamiento entre los tiempos t y 


t 0 es 

x-x 0 =V 0 (f-f 0 ) 
o Ax = v 0 (t -1 0 ) 

Para un movimiento cualquiera con aceleracion 
variable el diagrama velocidad-tiempo sera el 
mostrado en la figura siguiente 



Si descomponemos el tiempo total desde t 0 hasta t 

en segmentos pequenos At , entonces cada tramo 
vertical que baja desde la curva de velocidades hasta 
el eje de absisas tiene un area 

AA = v A t 

m 

Donde v es la velocidad media del intervalo. Esta 

m 

area corresponde al desplazamiento en ese intervalo 
que como se puede observar el area faltante se 
complementa con el excedente del otro lado. 


El desplazamiento total para el intervalo (t — t 0 ') es 

la suma de todas las areas de todos los rectangulos 
de tal modo que: 

Ax = Tj V m( t i) At 

i 

La regia para los tiempos es que t i+l = t j + At . 

La distancia que obtenemos con este metodo no sera 
la correcta porque la velocidad cambia durante el 
tiempo del intervalo At . 

Si tomamos los intervalos muy pequenos la suma 
tiene mayor precision. Asi es que los hacemos tan 
pequenos a fin de tener una buena aproximacion. 
Obtendremos la distancia real en el limite: 

Ax = lim V v(t. )At 

At—>0 " V l ' 

i 

Observese que hemos reemplazado la velocidad 
promedio V m por la velocidad instantanea V, 

porque en el limite esta aproximacion es valida. 

Los matematicos han inventado un simbolo para este 
limite, analogo al simbolo para la diferencial. El 

simbolo A se convierte en d , v(t t ) se llama v(/) 

y el simbolo sumatoria X se escribe como una "s” 
grande I la cual se conoce el signo integral Luego 
escribimos 



El proceso de integracion es el inverso del proceso 
de derivacion. Con un diferencial obtenemos una 
formula integral si la invertimos. 


Ejemplo 31. Encontrar la velocidad de un movil a 
partir de la aceleracion. 

Solucion. 

dv , , 

a = — => dv = adt 
dt 


J *v ft ft 

dv = adt = a\ dt 

V 0 Jt 0 Jt 0 


Integrando obtenemos 

v-v 0 = a(t-t 0 ) => v = v 0 +a(t-t 0 ) 

Para encontrar la posicion 

dx , , 

v = — => dx = vdt 
dt 

=> [ dx=\ vdt 

Jx 0 Jt„ 

=> [ dx=\ [i’ 0 +a(t -1 {) )\lt 

Jx 0 Jt 0 

Integrando obtenemos 

x-x 0 =v 0 (t-t 0 )+2 a (t-t 0 ) 2 

=> x = x 0 +v 0 (t — to) + — a(t — to) 
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Tambien se puede encontrar la ecuacion del 
movimiento expresando la integral de la siguiente 
manera: 

v = | adt + C x , x = | vdt + C 2 

Los valores de C, y C 2 dependen de las 
condiciones iniciales del movimiento. 


Pequena Tabla de Integrates 

j 

X 

II 

j 

v» +1 , . 

x"dx = (n* -l) 

n +1 

j 

1 

II 

j 

ax 

\e ax dx = — 

d 

j 

• / \ cos(ax) 

sen [ax) = --—- 

a 

j 

(u + v)dx = J udx +| vdx 


Ejemplo 32. Encontrar las ecuaciones del 
movimiento para una particula que se mueve con 

—^ 

aceleracion constante a = ai y que para el tiempo 

—> 

inicial t 0 se encontraba en r o = X 0 Z y tenia una 

—^ 

velocidad inicial Vo = V 0 i . 

Solucion. 

El movimiento es en el eje X . 

dv 

La aceleracion es a = — 
dt 

La velocidad se puede encontrar en terminos de una 
integral como 

v = J adt + C X => v = at + C x 

Como para t = t 0 se tiene V = V 0 , tenemos 
v 0 = at 0 + C X => C, = v () - at 0 

Reemplazando el valor de C, obtendremos la 
ecuacion de la velocidad: 
v = v 0 + a(f-f 0 ) 

Ahora consideremos la definition de la velocidad 

dx 

V = — 

dt 

Tambien se puede escribir en forma integral 
x = | vdt + C 2 
Reemplazando el valor de V: 


x = | [v 0 + a{t -1 0 y$t + C 2 
Integrando: 

1 2 

x = vj + — at -atJ + C~ 


Como para t = 1 0 se tiene X = x 0 , tenemos 

Xjj V 0 t 0 I dt Q dt Q I C2 

1 2 

C 2 = x 0 — v 0 t 0 + — dt 0 
Reemplazando el valor de C 2 obtenemos 


1 2 

x = v 0 t + —at —dt 0 t + 


1 


^0 - Vo + ~ at o 


\ 

J 


X = X 0 + V (j (t-t 0 )+Kl(t-tJ 


Ejemplo 33. La aceleracion de una motocicleta esta 
dada por a(t ) = 1,5 1 — 0,12^ 2 , con t en s m/s 3 . La 
moto esta en reposo en el origen en t = 0. 

a) Obtenga su posicion y velocidad en funcion de t. 

b) Calcule la velocidad maxima que alcanza. 
Solucion. 

a) Para encontrar v{t ). 

a = — =^> dv = adt = (l,5f - 0,12^ 2 )dt 
dt 

Integrando con v 0 = 0 y t 0 = 0: 

v = £( 1 , 5 / - 0,12f 2 }it = 0,75 1 2 - 0,40 1 3 

Para encontrar x{t ). 

v = — = 0,75f 2 - 0,40f 3 
dt 

=^> dx = (o,75f 2 - 0,40f 3 )dt 

Integrando con x 0 =0 y t 0 = 0: 


X = J'(o,75r -0,40C)dt = 0,25t 3 -0,10f 4 

b) Para que la velocidad sea maxima la aceleracion 
debe ser cero, 

ff = 0 


a(t) = \,5t — 0,12f 2 = 0 => < 


t = 


1,5 

0,12 


12,55 


Para t = 0 la velocidad es minima 
Para t= 12,5 la velocidad 


v = 0,75(12,5) 2 - 0,40(12,5) 3 = 39,1 m/s 


Ejemplo 34. Salto volador de la pulga. Una 

pelicula tomada a alta velocidad por M. Rothschild, 
Y. Schlein. K. Parker, C. Neville y S. Sternberg 
(3500 cuadros por segundo, “The Flying Leap of the 
Flea”, en el ScientificAmerican de noviembre de 
1973) de una pulga saltarina de 210 jug produjo los 
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datos que se usaron para dibujar la grafica de la 
figura. La pulga tenia una longitud aproximada de 2 
mm y salto con un angulo de despegue casi vertical. 
Use la grafica para contestar estas preguntas. 

a) ^La aceleracion de la pulga es cero en algun 
momento? Si lo es, ^cuando? Justifique su respuesta. 

b) Calcule la altura maxima que la pulga alcanzo en 
los primeros 2,5 ms. 

c) Determine la aceleracion de la pulga a los: 0,5 ms, 
1,0 ms y 1,5 ms. 

d) Calcule la altura de la pulga a los: 0,5 ms, 1,0 ms 
y 1,5 ms. 



Solucion. 

a) Pendiente de a = 0 para t > 1,3 ms 

b) La altura maxima corresponde al recorrido hasta 
cuando la aceleracion se hace cero y llega al tiempo 
t = 2,5 ms, y es el area bajo la curva v versus t. 
(Dibujado aproximandolo a Un triangulo y un 
rectangulo). 



; A + A 

^Triangulo ' ^Rectangulo 

2[(i,3)(i33)+(2,5-l,3)(133)]l0 


-3 


« 0,25 cm 

c) a = pendiente del grafico v- 1. 

a (0,5 ms) « a (1,0 ms) 


«-t- = 1,0x10 s cm/s 2 

1,3 xlO" 3 ' 

a (1,5 ms) = 0 porque la pendiente es cero. 

d) h = area bajo el grafico v- 1. 

A(0,5)»A M<sulo = i(0,5xl0- J )(33) 

= 8,3 xlO” 3 cm 


Ml,0)«A Tlilng „ lo =±(l,0xl0- J )(100) 
= 5,0 xlO” 2 cm 

^ (1>5) ~ ^Triangulo + ^Rectangulo 


= ~ (1,3 x 1 O' 3 )(l 33)+ (0,2 X10 3 )(133) 

= 0,11cm 

Ejemplo 35. La grafica de la figura describe, en 
funcion del tiempo, la aceleracion de una piedra que 
baja rodando por una ladera, habiendo partido del 
reposo. 

a) Determine el cambio de velocidad de la piedra 
entre t = 2,5 s y t = 7,5 s. 

b) Dibuje una grafica de la velocidad de la piedra en 
funcion del tiempo. 



Solucion. 

dv , , 

a) a = — => dv = adt 

dt 

Como a(t) es la ecuacion de la recta: 

°— 2 l = 8-4 =08 => a = 0,8? + 2 

t- 0 7,5-2,5 

dv = (0,8^ + 2 )dt 

Integrando: [ dv = [ (0,8^ + 2)dt 

Jv 0 Jt 0 v 

=> V - v 0 = 0,4(r 2 - tl )+ 2 (t - 1 0 ) 

Con t 0 = 2,5 s, t = 7,5 s , y Av = v - v 0 : 

Av = 0,4(7,5 2 - 2,5 2 )+ 2(7,5 - 2,5) 

= 30^- 
s 

Otra manera de encontrar el cambio de velocidad es 
encontrando el area bajo la curva a versus t , entre las 
lineas en t = 2,5 Sy ^ = 7,5 S. El area es: 

cm 

y(4 + 8)(7,5 - 2,5) = 30 — 

s 

Como la aceleracion es positiva, el cambio de 
velocidad es positivo. 

b) 



Ejemplo 36. La velocidad de un punto que se mueve 
en trayectoria recta queda expresada, en el SI por la 
ecuacion: v = 40 - 8 1 . Para t = 2 s, el punto dista del 
origen 80 m. Determinar: 
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a) La expresion general de la distancia al origen. 

b) El espacio inicial. 

c) La aceleracion. 

d) ^En que instante tiene el movil velocidad nula? 

e) ^Cuanto dista del origen en tal instante? 

f) Distancia al origen y espacio recorrido sobre la 
trayectoria a partir de t = 0, cuando £ = 7 s, £ = 10 s y 
t= 15 s. 

Solucion. 

a) s = |vdt = | (40 - 8 t)dt = 40 1 - 4t 2 + C 


s = s n +40t-4t 2 


16 

m 


s 0 = 16 


b) 80 = s 0 + 80 ■ 

dv 

c) a = — = -8 — 

dt s 2 

d) 0 = 40 - 8r =^> t =5 s 

e) s 5 =16 + 40x5 - 4x5 2 = 116 m 

f) Sl =16 + 40x7 - 4x7 2 = 100 m 
^10 =16 + 40x10 - 4xl0 2 = 16 m 
s 15 = 16 + 40x15 - 4xl5 2 = -284 m 

Calculo de caminos sobre la trayectoria a partir de 
t= 0: 

El movil cambia el sentido de su velocidad para 
t = 5s 

El recorrido en los 5 primeros segundos es: 

C 5 = s-s 0 = 116- 16= 100m 
A ellos hay que sumar el recorrido en los segundos 
restantes que se obtienen de la integral de la 
ecuacion general de la velocidad, en valor absoluto, 
entre los limites t = 5 s y t = instante final. 


c 7 =100 + 


J 7 (40 - St)dt = 116m 


t- 0 

I 


t = l 


t = 5 



P 


9 

0 

0_ 

s 



16 

(•10 


C 10 = 100 + (40 - 8 t)dt = 200m 



C 15 = 100 + (40 - 8 t)dt = 500m 


= 15 

t = o t = 

1 1 

r ^ 



J 




- 250 - 200 -150 -100 - 50 ( 

> 

50 100 

284 m 

,, 

16 n 

i 100 m 


Representacion grafica de la distancia al origen en 
funcion del tiempo 



Representacion grafica de la velocidad origen en 
funcion del tiempo 



En la grafica de la velocidad frente al tiempo, el area 
limitada por el eje de abscisas y la grafica entre dos 
instantes coincide numericamente con el camino 
recorrido por el movil entre esos dos instantes. 

Ejemplo 37. El vector velocidad del movimiento de 
una particula viene dado por 

—> 

V = (3 1 - 2 )/ + (6t 2 - 5) J m/s. Si la posicion del 

movil en el instante t =1 s es r = 3l — 2] m. 
Calcular 

a) El vector posicion del movil en cualquier instante. 

b) El vector aceleracion. 

c) Las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion en el instante t = 2 s. Dibujar el vector 
velocidad, el vector aceleracion y las componentes 
tangencial y normal en dicho instante. 

Solucion. 


a) Para el movimiento horizontal 


v x =3t-2 


a 

X 


<K 

dt 



Como v x 


dx 

dt 


=> dx = v x dt , integrando 
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J dx = J (3t - 2)dt 


a n = asen(0 -<p)= 2m/s 2 


=^> x 



— 2t + 



Para el movimiento vertical 


v, =6t 2 -5 


<2 




Como v y 


dy 

dt 


dy — v y dt , integrando 


= | f (6r -5}/f => 

y = (it 3 -5t + l)m 



CINEMATICA DE PARTICULAS LIGADAS. 
MOVIMIENTOS DEPENDIENTES. 

Observemos los sistemas fisicos de la figura. 
Podriamos decir que estos sistemas se componen de 
varias particulas ligadas (conectadas). 



Las particulas podrian ser las poleas y los cuerpos a 
desplazar (bloques, baldes). La ligadura la tienen a 
traves de las cuerdas. Es decir, cuando el hombre 
desplaza el extremo de la cuerda con una aceleracion 
a , la aceleracion de las poleas y los cuerpos a 
desplazar (bloques, baldes) tendran una dependencia 
de a. Lo mismo se cumplira para las otras variables 
cinematicas (desplazamiento y velocidad). 


b) a = 3 1 + I2tj 


c) Para t = 2 s 


v x = 4 m/s, v v = 19 m/s 

a x = 3 m/s 2 , o y = 24 m/s 2 

a = a 2 x +a 2 y = 24,2m/s 2 


v IQ 

tan^> = —= — = 4,75 => (p = l%° 
4 


a 24 

tan # = — = — = 3 => 6 = 83° 
a x 3 



a, = a cos(0 -<p) = 24,lm/s 2 


Ejemplo 38. Analisis del montaje de la figura 
siguiente. 



Para analizar las relaciones que hay entre las 
variables cinematicas del bloque m x , del balde m 2 
y de la polea movil, debemos primero saber cuales 
son sus posiciones. Para ello elegimos un sistema de 
coordenadas. En nuestro caso elegimos el eje y 
apuntando hacia abajo y con el origen en el techo. 
Para el sistema de coordenadas escogido las 
posiciones del bloque, del balde y de la polea son 

respectivamente: y x , y 2 , y p . Estas se representan 
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La longitud de la cuerda debe permanecer constante 
en todo instante. Por tanto debe ser siempre valida la 
siguiente relacion: 

Longitud de la cuerda = constante 
AB + arco BC + CD +arco DE +EF = constante 
De la figura podemos concluir que las siguientes 
relaciones son validas: 

AB =y p 

CD = y p -c 2 

EF = Ji - c 2 
Por tanto, 

y p + arcoBC+ (y p - c 2 )+ arcoDE+ y t = constante 

Como los arcos BC y DE permanecen constantes 
podremos escribir la relacion anterior asi: 

2 y p + y x =k (i) 

Siendo k una constante. 

Esta ecuacion relaciona las variables cinematicas de 
la polea movil y del bloque. 

Si el bloque se desplaza una cantidad Ay, y la polea 
en una cantidad Ay^ . 

La nueva posicion de la polea: 

y P + > 

La nueva posicion del bloque: y x + Ay,. 

Sin embargo, la relacion anterior debe seguir 
cumpliendose: 

2(y P +&y p )+{y l +Ay 1 )=k (2) 

Restando (1) de (2), obtenemos: 

2Ay p + Ay l= 0 



Por ejemplo, si el bloque baja 1,0 m, la polea solo 
sube 0,50 m. La polea solo se desplaza la mitad de lo 
que se desplaza el bloque. 


Analogamente podriamos hacer un analisis para las 
aceleraciones, y concluiriamos que: 


1 



Es decir, si el bloque por ejemplo, baja con una 
aceleracion igual a 2,0 m/s 2 , la polea subira con una 
aceleracion igual a 1,0 m/s 2 . 

De esta figura tambien se deduce la siguiente 
relacion entre la posicion del balde y la posicion de 
la polea movil: 

y2 = y P +c i (V 

Si el balde se desplaza una cantidad Ay 2 , y la polea 

se desplaza una cantidad Ay^ . 

El balde pasa a ocupar la posicion: y 2 + Ay 2 , 

La polea pasa a ocupar la posicion y p + Ay^ . 

Sin embargo, la relacion anterior se debe seguir 
cumpliendose. 

(y 2 +Ay 2 ) = (y p +Ay p )+c l (4) 

Restando (3) y (4) obtenemos, 

4y 2 = 

Los desplazamientos de la polea y el balde son 
iguales. 

Si dividimos la ecuacion anterior por el intervalo de 
tiempo At obtenemos como se relacionan las 
velocidades: v 2 = V p . 

Las velocidades de la polea y del balde son iguales. 
Lo mismo podremos concluir para las aceleraciones: 

a 2 = a p 

En defmitiva si el bloque baja con una aceleracion 
igual a 4 m/s 2 , el balde y la polea movil subiran con 
una aceleracion igual a 2 m/s 2 . 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. Un acelerador atomico emite particulas que se 
desplazan con una rapidez de 2,8x10 8 m/s. ^cuanto 
demoran estas particulas en recorrer una distancia de 
5,6mm? 

Respuesta 
2xlO -11 s. 

2. Se desea calcular cual es la profundidad de un 
lago, para tal efecto se usa un instrumento conocido 
como sonar que mide el tiempo que tarda un pulso 
sonoro en ir y volver desde la superficie del agua. Si 
se sabe que la rapidez del sonido en el agua es de 
1450m/s y el instrumento marco 0,042s cuando se 
hizo la medicion, calcule la profundidad del lago. 
Respuesta. 30,45m 


3. Una cucaracha se desplaza en linea recta y su 
posicion con respecto al tiempo se expresa de 
acuerdo al siguiente grafico. De acuerdo a la 
informacion dada se pide calcular. 

a) distancia recorrida entre 4s y 9 s 

b) distancia recorrida entre 9 s y 14s 

c) distancia recorrida entre 0 y 16s. 

d) velocidad media entre Os y 16s. 

e) velocidad media entre 9s y 16s. 
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Respuesta 

a) 4m b) 8m c) 22m d) 5/8 m/s e) 0 

4. Un hombre camina con una velocidad V 
constante pasa bajo un farol que cuelga a una altura 
H sobre el suelo. Encontrar la velocidad con la que 
el borde de la sombra de la cabeza del hombre se 
mueve sobre la tierra. El alto del hombre es h. 
Respuesta 

Hv 

H-h 

5. Un tren arranca en una estacion y acelera 

2 

uniformemente a razon de 0,6 m/s hasta alcanzar 
una velocidad de 24 m/s. Determinar el tiempo 
empleado y la distancia recorrida en ese periodo si la 
velocidad media fue: a) 16 m/s, b) 22m/s. 

Respuesta 

a) 60s, 960m, b) 240s, 5280m 

6 . Un ciclista recorre 100 km en 2 horas. El viaje de 
vuelta dos dias mas tarde lo realiza en el tiempo 
usual de 6 horas. 

a) ^Cual es su rapidez media a la ida? 

b) iC ual es su rapidez media al regreso? 

c) /,Su rapidez media en ej viaje completo? 

d) i Su velocidad media en e} viaje entero? 
Respuesta. a) 50 km/h , b) 16,7 km/h 

c) 25 km/h d) 0 

7. Un automovil que viaja con una velocidad de 50 
km/h hacia el oeste repentinamente empieza a perder 
velocidad a un ritmo constante y 3 segundos mas 
tarde su velocidad es de 25 km/h hacia el oeste. 

a) ^Cuanto tiempo tardara en detenerse el auto, 
contando a partir del momento en que empezo a 
desacelerar? 

b) iC ual es la distancia total que recorrera antes de 
detenerse? 

c) ^Cual seria el tiempo necesario para detenerse y la 
distancia recorrida el) la frenada con la misma 
aceleracion, pero con una velocidad inicial de 100 
km/h? 

Respuesta. a) t = 6s ; b) 41,7m ; c) 125; 125m 

8 . La aceleracion de una particula esta dada por: 

a = 4t-4t\ t> 0. 

a) Hallar la velocidad de la particula en funcion del 
tiempo. 

b) Hallar su posicion en funcion del tiempo. 

Respuesta 


a) v = 2 t 2 -1 4 ; b) x = 2 + 2t 3 /3 - 1 5 /5 

9. El movimiento de una particula se define 

mediante larelacion x — t 3 13 —3t 2 +8^ + 2, 
donde x se expresa en metros y t en segundos. 
Determinar 

a) el momento en que la velocidad es nula; 

b) la posicion y la distancia total recorrida cuando la 
aceleracion es nula. 

Respuesta 

a) 2s, 4s; b) 8m, 7,33m 

10. El movimiento de una particula esta dado por la 

ecuacion horaria X — t 3 +4 1 1 + 5x sobre el eje x, 
x en metros t en segundos. 

a) Calcular la velocidad y la aceleracion de la 
particula en el instante t. 

b) Encontrar la posicion, la velocidad y la 

aceleracion de la particula para t Q = 2s y t 1 = 3s. 

c) /,Cuales son la velocidad media y la aceleracion 
media de la particula entre 1 0 y t 1 ? 

Respuesta. 

a) v = (3t 2 + 8t)m/s , a = ( 6t + 8 ) m/s 2 

b) x 0 = 29m, v 0 = 27 m/s, a 0 = 20 m/s 2 

2 

X, = 68 m v, =51 m/s, a x = 26 m/s 

c) v m = 39 m/s , a m = 23 m/s 2 

11. La posicion de una particula que se mueve en el 
eje x esta dada por 8 t + 5, x es la distancia a origen 
en metros y t es el tiempo en segundos. 

a) Para t = 2, encontrar la posicion, velocidad y 
aceleracion 

b) Grafique x versus t 

c) Encuentre la ley horaria, la ley del movimiento y 
la trayectoria. 

d) Analizar el movimiento. 

Respuesta. a) x = -3, v = 0 , a = 4 

b) ,v = 2 1 2 - 8t + 5, r — {it 2 - 8 1 + 5^’ 
Trayectoria rectilinea en el eje x. 

12. Un automovil se encuentra detenido frente a un 
semaforo, le dan luz verde y arranca de modo que a 
los 4s su rapidez es de 72 km/hora. Si se movio en 
trayectoria rectilinea, con aceleracion constante, 

L- Determine: 

a) La rapidez inicial en metros por segundo. 

b) El modulo de la aceleracion en ese tramo. 

c) La rapidez que lleva a los 3s. 

d) La distancia que recorre en los tres primeros 
segundos 

e) La distancia que recorre entre t = 2s y t = 4s. 

II.- Haga un grafico representativo de posicion 
versus tiempo y de la rapidez versus tiempo. 

Respuesta. a) 20m/s b) 5 m/s 2 c) 15m/s 
d) 22.45m e) 30m 
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13. Una particula A, se mueve en el eje X, de 
acuerdo a la siguiente grafica. 

Determinar a partir del grafico de la particula: 

a) Velocidad media entre t = 0 y t = 4 s 

b) Velocidad instantanea en t = 2 s 

c) Aceleracion media entre t = 0 y t = 4 s 

d) Intervalos de tiempo en que se acerca al 
origen 

e) Intervalos de tiempo en que se aleja del 
origen 

f) Ecuacion Itinerario de la particula A 

g) ^Que tipo de movimiento tiene esta particula? 



Respuesta. a) (-8;0)m/s b) (-8;0)m/s c) 0 

d) (0-3)s e)(3-....) f) x(t)=24-St 

g) Movimiento rectilmeo uniforme. 

14. Un vehiculo se mueve en el eje x de acuerdo con 
la siguiente ecuacion de itinerario: 

x{t ) =20 — 3 6t + 6t 2 . Con v medido en metros y 
t en segundos. 

a) Identifique a posicion inicial, la velocidad inicial 
y la aceleracion. 

b) Determine la ecuacion que entregue la velocidad 
para cualquier instante. 

c) Determine el instante en que cambia de sentido 

d) La velocidad de la particula en r = 2 s y en £ = 4 
s 

e) Posicion de la particula en t = 6 segundos 

f) Grafico x versus t. Describa la curva 

g) Grafico v x versus t. Describa la curva 

h) Grafico a versus t. Describa la curva 
Respuesta. a) (20,0)m (-36,0)m/s 

(12,0)m/s 2 b) v(t) = -36 + \2t c)3s 
d) (-12,0)m/s (12,0)m/s e) (20,0)m 

15. Se lanza un cuerpo hacia arriba con una rapidez 
de 16m/s, 

a) ^Que altura alcanza a subir? 

b) iQue tiempo demora en volver al punto de 
partida? 

Respuesta. a) 3,2m b) 6,4s 

16. Una particula se mueve sobre una recta 
horizontal; parte hacia la derecha desde un punto A 
con una rapidez de 28 (m/s) y una retardacion 
constante de modulo 12(m/s 2 ). En el punto B, es 
donde se anula su rapidez, invierte el sentido de 


movimiento para retomar hacia A con una 
aceleracion constante de modulo 6(m/s 2 ). Calcular: 

a) La distancia total cubierta hasta que la particula 
retorne al punto A. 

b) El tiempo total para el recorrido completo hasta 
volver a dicho punto A. 

c) El intervalo de tiempo que transcurre entre los 
pasos de la particula por el punto situado a 1/3 de 
AB, medido desde A. 

17. Desde una altura de 45m se deja caer un objeto 
A. simultaneamente se lanza un objeto B 
verticalmente desde una altura de 5m. Calcular: 

a) la velocidad inicial de B para que los objetos se 
crucen a una altura de 20m. 

b) la distancia que separa a los objetos cuando B 
alcanza su altura maxima. 

18. Sobre un mismo eje x se mueven dos particulas 
A y B. En t = 0 la particula A parte desde P con 

aceleracion constate de 15? (m/s 2 ). Un segundo 

despues, B pasa por Q con una velocidad de — 20/ 
(m/s). Encuentre las retardaciones constantes que 
deben aplicar A y B a partir de este ultimo instante 
para que ambas particulas se detengan 
simultaneamente antes de chocar. 

^-132,5 m-* 

\ > 

p Q ^ 

19. Una particula se mueve a lo largo del ejex 

con aceleracion constante. En t = 0 pasa por la 

—> 

posicion X o =—10/ m con una velocidad 

—^ 

V o = —20/ m/s y en t =3s su posicion es 

—> 

x = —52/ m. Calcule: 

a) La ecuacion itineraria de la particula 

b) La distancia recorrida en el intervalo (3-6) s. 

c) La velocidad media en el intervalo (4-7) s. 

d) Intervalos de tiempo en que la particula se aleja 
del origen del sistema. 


O X 

20. Sobre el eje x de un sistema de coordenadas se 
mueven dos particulas A y B. El grafico (a) es una 
parabola cuadratica que muestra la variacion de 
la componente x de la posicion en funcion del 
tiempo de la particula A. El grafico (b) muestra la 

variacion de la componente v x de la velocidad en 

funcion del tiempo de la particula B. Si en t = 0, 
ambas particulas tienen la misma posicion, 
determinar: 

a) Ecuacion horaria de las particulas A y B. 
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b) Posicion de B cuando A cambia de sentido de 
movimiento. 

c) Instante en que se encuentran. 

d) Distancia recorrida por A y B entre 3 y 9 s. 



21. En el grafico de la figura estan representadas la 
componente V x del vector velocidad de dos 

particulas, A y B, que se mueven a lo largo del eje 
v Calcular: 

a) La aceleracion de B. 

b) Camino recorrido por A y B cuando B alcanza la 

—^ 

velocidad Vb = 30/ m/s. 

c) Desplazamiento de B en el intervalo (0-10)s. 

d) Ecuacion horaria de A si en t 0 = 0 su posicion es 

Xo = 8 1 m. 



22. Dos particulas A y B se mueven sobre el mismo 
eje x En t = 0, B pasa por Q con 

m/s V b (o) = (— 5,0) m/s y 2s despues A pasa 

por P a 6l m/s. Encuentre las retardaciones 
constantes que deben aplicar A y B a partir de este 
ultimo instante para que ambas particulas se 
detengan simultaneamente justo antes de chocar. 
Determine la ecuacion itinerario de A y B (diga cual 
es su origen). 

*-142 m-* 

i 

p Q ^ 


23. Un cuerpo que se ha dejado caer desde cierta 
altura, recorre 72 m en el ultimo segundo de su 
movimiento. 

Calcule la altura desde la cual cayo el cuerpo y el 
tiempo que empleo en llegar al suelo. 


24. Un hombre parado en el techo de un edificio tira 
un cuerpo verticalmente hacia arriba con una rapidez 
de 14m/s. El cuerpo llega al suelo 4,7s mas tarde. 

a) Cual es la maxima altura alcanzada por el 
cuerpo? 

b) Que altura tiene el edificio? 

c) Con que rapidez llegara el cuerpo al suelo? 

7 L 


E 


Techo 


k 



25. Un malabarista mantiene cinco bolas continuamente 
en el aire, lanzando cada una de ellas hasta una altura de 
3m. 

a) ^Cual es el tiempo que debe transcurrir entre 
lanzamientos sucesivos? 

b) ^Cuales son las alturas de las otras pelotas en el 
momento en que una de ellas vuelve a su mano? 
Respuesta. a) 0,31s ; 

b) 1,91; 2,87; 2,87 y 1,91 m. 

26. Dos cuerpos son lanzados uno despues de otro con las 
mismas velocidades V 0 desde una torre alta. El primer 

cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba, y el segundo 
verticalmente hacia abajo despues del tiempo T . 
Determinar las velocidades de los cuerpos una con 
respecto al otro y las distancias entre ellos en el instante 
t > T . 

Respuesta. La velocidad del primer cuerpo relativa al 
segundo es: V 1 — V 2 — 2v 0 — gT . 

_ 1 2 

La distancia es S = 2 V 0 t — V Q r — gtT H- gT 
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CAPITULO 3. Movimiento en un piano y en el espacio 


MOVIMIENTO CIRCULAR 

Se define movimiento circular como aquel cuya 
trayectoria es una circunferencia. Una vez situado el 
origen O de angulos describimos el movimiento 
circular mediante las siguientes magnitudes. 

Posicion angular, 6 

En el instante t el movil se encuentra en el punto P. 
Su posicion angular viene dada por el angulo 6 , que 
hace el punto P, el centro de la circunferencia C y el 
origen de angulos O. 

El angulo 6 , es el cociente entre la longitud del arco 
S y el radio de la circunferencia r, 0 = S / r . La 
posicion angular es el cociente entre dos longitudes 
y por tanto, no tiene dimensiones. 



Velocidad angular, CO 

En el instante t x el movil se encontrara en la 
posicion Pi dada por el angulo O x . El movil se habra 
desplazado Ad = 9 X — 9 0 en el intervalo de tiempo 
At = t x — t 0 comprendido entre t 0 y t x . 



Se denomina velocidad angular media al cociente 
entre le desplazamiento y el tiempo. 

Ad 

CO m — -, con las unidades en el SI de rad/s. 

m At 

Como ya se explico en el movimiento rectilineo, la 
velocidad angular en un instante se obtiene 
calculando la velocidad angular media en un 
intervalo de tiempo que tiende a cero. 

Ad dO 

co = lim-= — 

At ^° At dt 

Aceleracion angular, a 

Si en el instante t la velocidad angular del movil es 
CO y en el instante t x la velocidad angular del movil 


es CO x . La velocidad angular del movil ha cambiado 
A CO = CO x — CO q en el intervalo de tiempo 
At — t x — 1 0 comprendido entre t 0 y t x . 



Se denomina aceleracion angular media al cociente 
entre el cambio de velocidad angular y el intervalo 
de tiempo que tarda en efectuar dicho cambio. 

A co 


La aceleracion angular en un instante, se obtiene 
calculando la aceleracion angular media en un 
intervalo de tiempo que tiende a cero. 

A co dco 

a = lim-=- 

A ^° At dt 


RELACION ENTRE LAS MAGNITUDES 
ANGULARES Y LINEALES 

De la defmicion de radian (unidad natural de medida 
de angulos) obtenemos la relacion entre el arco y el 
radio. Como vemos en la figura, el angulo se obtiene 
dividiendo la longitud del arco entre su radio 



Derivando s = r6 respecto del tiempo obtenemos la 
relacion entre la velocidad lineal y la velocidad 
angular 

ds dO 

— = r - => v = rco 

dt dt 

La direccion de la velocidad es tangente a la 
trayectoria circular, es decir, perpendicular a la 
direccion radial 


Aceleracion tangencial 

Derivando esta ultima relacion con respecto del 
tiempo obtenemos la relacion entre la aceleracion 

tangencial a t y la aceleracion angular. 


dv _ dco 
dt dt 


a t =ra 
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Existe aceleracion tangencial, siempre que el 
modulo de la velocidad cambie con el tiempo, es 
decir, en un movimiento circular no uniforme 

Hallar el desplazamiento angular a partir de la 
velocidad angular. 

Si conocemos un registro de la velocidad angular del 
movil podemos calcular su desplazamiento 9 — 9q 

entre los instantes t 0 y t , mediante la integral 
defmida. 

9 — 6 {) — f codt 

Jt 0 

Hallar el cambio de velocidad angular a partir de 
la aceleracion angular. 

Del mismo modo que hemos calculado el 
desplazamiento angular del movil entre los instantes 

t Q y t , a partir de un registro de la velocidad 
angular CO en funcion del tiempo t . 

dO dco 

co = — a =- 

dt dt 

6 - 9 0 = f co dt co-co 0 = \adt 

Jt 0 Jt 0 


Siendo CO = 


dt 


au = coat , mtegrando 


obtenemos el desplazamiento 9 — 9q del movil 


entre los instantes t Q y t : 

£ d9 = J \co () + a(t -1 0 )] dt => 

6 = 6 0 + a) 0 (t -t 0 )+—a(t -t 0 ) 2 


Habitualmente, el instante inicial t 0 se toma como 

cero. Las formulas del movimiento circular 
uniformemente acelerado son analogas a las del 
movimiento rectilineo uniformemente acelerado. 


a = constante, co = co 0 + a t , 


9 -9 0 + cOq t — ex t 


2 


Despejando el tiempo t en la segunda ecuacion y 
sustituyendola en la tercera, relacionamos la 
velocidad angular CO con el desplazamiento 9 — 9 0 . 


co 2 = a>l + 2 a(0 -0 O ) 


MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME 

Un movimiento circular uniforme es aquel cuya 
velocidad angular co es constante, por tanto, la 
aceleracion angular es cero. 

d9 in 

co = — d9 = codt 

dt 

La posicion angular 9 del movil en el instante t 
podemos calcularla integrando 



0-O {) = co(t -1 () ) 

O graficamente, en la representacion de CO en 
funcion de t. 

Habitualmente, el instante inicial t 0 se toma como 

cero. Las ecuaciones del movimiento circular 
uniforme son analogas a las del movimiento 
rectilineo uniforme 

a = 0 co = constante 9 = 9 0 + cot 

MOVIMIENTO CIRCULAR 
UNIFORMEMENTE ACELERADO 

Un movimiento circular uniformemente acelerado es 
aquel cuya aceleracion a es constante. 

Dada la aceleracion angular podemos obtener el 
cambio de velocidad angular CO — (O 0 entre los 

instantes t Q y t , mediante integracion de la 
velocidad angular CO en funcion del tiempo 
CO = COq +a{t-t 0 ). 


COMPONENTES NORMAL Y TANGENCIAL 
DE LA ACELERACION. 

Cuando el sistema de referenda se situa sobre la 
particula tal como se indica en la figura, pero no de 
cualquier modo. Uno de los ejes siempre esta 
perpendicular a su trayectoria, y el otro siempre es 
tangente a la misma. Asi pues, 



El primero siempre pasara por el centro de la 
circunferencia. A1 primer eje se le denomina eje 

normal, con vector unitario (p = ft) y al segundo eje 

tangencial, con vector unitario (f). Debemos 
estudiar ahora que componentes tienen la velocidad 
y la aceleracion en este sistema de referencia. 

Veloddad. 

Con anterioridad se ha deducido que el vector 
velocidad siempre es tangente a la trayectoria 
descrita. Por tanto es facil afirmar que en este 

—> ^ 

movimiento la velocidad sera de la forma V = vt 

Aceleracion. 
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No es tan obvio que la aceleracion tenga una sola 
componente, de manera que adoptara la expresion 

—> ^ 

general a = a t t + a n h 

Sabemos por la definicion de aceleracion que 

-»• d v 

a = ——, luego. 
dt 

—>• 

d v dvt dv * dt 

a =-=-= — t + v — 

dt dt dt dt 

dt 

Estudiemos el ultimo termino de esta expresion — 

dt 

Si se define el angulo 6, como el angulo formado 
por el eje normal con el eje de abscisas (eje x), tal 
como se muestra en la figura. 



No es dificil darse cuenta que el vector t desde el 
sistema de referencia situado en el centra de la 
circunferencia tendra la forma 

i = —sen 0 i + cos# j , mientras que h al ser 
perpendicular a este adoptara la expresion 
ft = cos# i +sen 0 j 


Derivando t => 


di 

dt 

dt 

dt 


-cos# 


— f-sen# 
dt 


## 

dt 


J 


d6[ 
dt 


(-cos 01 


-sen 


<t) 



Ahora bien, si tomamos un desplazamiento diminuto 
sobre la circunferencia, al que denominamos ds , 
teniendo en cuenta que arco = angulo x radio, del 
esquema adjunto se deduce que ds = RdO , y 
ademas el modulo de la velocidad instantanea lo 


podemos expresar como V = — , utilizando estos 

dt 

dG v 

dos ultimos llegamos a-= CO — —, 

dt R 

di 

reemplazando en — : 

dt 

—— =-(cos 01 + sen# /), si observamos 

dt R K } 

detenidamente esta ecuacion, comprobaremos que el 


* dt 

parentesis es efectivamente n , por lo que — 

dt 


quedara como — = —CO ft = - h . 

dt R 

dv ^ v 2 

Finalmente: a — —t - ft 

dt R 

Asi, en esta expresion, se denomina aceleracion 

/ \ dv 

tangencial \a t J al termino a t — — y aceleracion 

/ \ v 2 

normal [a n J a la ecuacion a n~~^ 

De esta expresion para la aceleracion pueden 
concluirse cosas sustancialmente importantes: 
Existen dos componentes: Una tangente a la 
trayectoria y una perpendicular y orientada hacia el 
centro de la circunferencia. 

La aceleracion tangencial solo se dara en aquellos 
movimientos en los que el modulo de la velocidad 
varie con el tiempo. Por tanto, en el caso particular 
del MCU, su aceleracion tangencial sera nula. 

La aceleracion normal siempre existira, salvo que el 
radio de curvatura fuera muy grande, con lo cual 
tenderia a cero, que es el caso extremo de los 
movimientos rectilineos. 

Concluyendo pues, en un MCU, la aceleracion 

v 2 

tendra la expresion a = — — ft es decir solo 
presentara aceleracion normal. 


Un objeto puede experimentar la aceleracion normal 
o centripeta y la aceleracion tangencial. En las 
figuras siguientes se muestran algunas 
combinaciones posibles para V y a para un auto en 
movimiento. Para entender la aceleracion, 
descompongala en las componentes paralela y 
perpendicular a V. Para decir si el auto esta dando 
vuelta a la derecha o a la izquierda, imaginese que 
usted es el conductor que se sienta con el vector de 
la velocidad dirigido hacia adelante de usted. Un 
componente de la aceleracion hacia adelante 
significa que la velocidad esta aumentando. 



v 

Giro a la izquierda 
conrapidez constante 


Giro a la derecha 
bajando la velocidad 
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Giro a la lzquierda Baja la velocidad 
subiendo la velocidad sin girar 


Ejemplo 1. Un avion a chorro militar de combate 
volando a 180 m/s sale de una picada vertical dando 
la vuelta hacia arriba a lo largo de una trayectoria 
circular de 860 m de radio ^cual es la aceleracion del 
avion? Exprese la aceleracion como multiplo de g. 
Solucion. 

v 2 180 2 

a- — =-= 37,7 — 

r 860 s 2 


a = 37,7-^- = 3,8 g 
9,8 


Ejemplo 2. Una rueda de 75 cm de diametro gira 
alrededor de un eje fijo con una velocidad angular de 
1 rev/s. La aceleracion es de 1,5 rev/s 2 . 

a) Calculese la velocidad angular al cabo de 6 
segundos. 

b) ^Cuanto habra girado la rueda en ese tiempo? 

c) ^Cual es la velocidad tangencial en un punto de la 
periferia de la rueda en t = 6 s? 

d) ^Cual es la aceleracion resultante de un punto de 
la de la periferia para t = 6 s? 

Solucion. 

- rad . rad 

R = 37,5 cm, co 0 = 2n -, a = 3n 

s s 


a) co^ = a> 0 +at => 

a) u\ = 2n + 3^(6) = 20;r 

s 

1 9 

b) @(t) — -^^Mt => 


6^ = 2;r(6) + ^ (3^)(6 2 ) = 66;r rad 
66;r 

Habra girado - =33 vueltas. 

2n 


c ) v (t) ~ RM( t ) ^ 


v (6) = 37,5(20^) = 750;r— 

s 

d) a n = co^ R => 

a n = (20^-) 2 (37,5) = 147894 cm/s 2 . 

a t = a R =^> a n = (3^)(37,5) = 353,25 cm/s 2 . 

d = 'xjal + df = 147894,42 cm/s 2 . 


rapidez lineal de un pasajero en el borde es constante 
e igual a 7,00 m/s. ^Que magnitud y direccion tiene 
la aceleracion del pasajero al pasar 

a) por el punto mas bajo de su movimiento circular? 

b) por el punto mas alto? 

c) ^Cuanto tarda una revolucion de la rueda? 



Solucion. 

V 2 7,00 2 _ m 

a) a = — =-= 3,50— . La aceleracion el 

R 14,0 s 2 

punto mas bajo del circulo es hacia el centro, hacia 
arriba. 

b) a = 3,50 m/s 2 , dirigida hacia abajo., hacia el 


centro. 


c) Como V = 



2nR 

- =^> 

T 

2 ^( 14 , 0 ) 
7,00 


12,6s 


Ejemplo 4. La rueda de la figura del problema 
anterior, que gira en sentido antihorario, se acaba de 
poner en movimiento. En un instante dado, un 
pasajero en el borde de la rueda que esta pasando 
por el punto mas bajo de su movimiento circular 
tiene una rapidez de 3,00 m/s, la cual esta 
aumentando a razon de 0,500 m/s 2 . 

Calcule la magnitud y la direccion de la aceleracion 
del pasajero en este instante. 

Solucion. 

v 2 3,00 2 m m 

a„ = — =-= 0,643 —, y a t = 0,5 — 


R 14,0 


Luego: 


^ /V /V /V 

a = a c n + a t t = - 0,643 j + 0,5 i 


a = ?a 2 + a 2 = Vo,643 2 +0,5 2 = 0,814 ™ 

s 

0 = tan" 1 -°4_ = 37,9° 

0,643 


Ejemplo 3. Una rueda de la fortuna de 14,0 m de 
radio gira sobre un eje horizontal en el centro. La 
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Ejemplo 5. Una particula se mueve sobre una 
circunferencia de radio R con aceleracion angular 
constante partiendo del reposo. Si la particula realiza 
n vueltas completas a la circunferencia en el primer 
segundo, determine la aceleracion angular de la 
particula. Determine ademas el numero de vueltas 
que realiza la particula durante el siguiente segundo 
del movimiento. 

Solucion. 

1 2 

Aqui 6 — OCt 

2 

Entonces 2 m = 


1 

2 a 


a = Am 


Como 6 — —{Am)t 2 = 27777/ 2 , 

Numero de vueltas para / = 1 

V ’ 2n 

Numero de vueltas para t = 2 

»(2) 2 =^l 

V 7 In 

Durante el siguiente segundo (dos) realiza 

0 ( 2 ) ~ 


In 


— n(2 2 — 1 2 ) = 3/7 vueltas. 


Ejemplo 6. En un reloj analogo el horario y el 
minutero coinciden a las 12:00:00 horas. 

que hora minutero y horario formaran un angulo 
de 90°? 

Solucion. 



Como los movimientos del horario y minutero son 
circulares uniformes, encontramos para la posicion 
angular del horario: 

@h = @o h "I" • 0) 

Analogamente para el minutero se tiene: 

( 2 ) 


0 M ~ @0 M + t • 


Como CO H =-, CO M =-donde T H = 12 h y 

Th 

T m = 1 h y bajo la condicion que estos formen un 

n n n 

angulo de 90°, es decir, 6 M — u H = — 

De (2) - (1), con — 0^ M — 0, 

QM — ®II — if°M — 'y 

Se encuentra para t: 

n 3 , 

t = —7 \ = h, 

^ \f°M ~ 

Es decir, en t = 16,36 min. 

Por lo tanto forman 90° a las 12:16:22 h. 

Ejemplo 7. Dos particulas describen movimientos 
circulares de radio R = lm, como lo muestra la 
figura. El primero (1) parte de O con rapidez angular 
CO = 10 rad/S constante en sentido antihorario y el 
segundo (2) parte del reposo del mismo punto en 
sentido horario con aceleracion tangencial constante 

de 2 m/s 2 . Determine cuando y donde se cruzan 
ambas particulas. 



Solucion. 

Como el cuerpo (1) se mueve con M.C.U., la 
posicion angular de este sera: 

^=0 + 07 ^ = 10 /. ( 1 ) 

El cuerpo (2) posee una aceleracion tangencial 
constante y por lo tanto, se trata de un M.C.U.A. 

Debido que a t = aR = 2 m/s 2 ,a = 2rad/s 2 . Por 
otro lado, como parte del reposo, CO 0 = 0. 

0 2 =--2t 2 =-t 2 

2 2 

El recorrido se muestra en la figura siguiente: 



El encuentro se produce cuando: 

+1# 2 | = In =^> 

10/ + / = 2 n 
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t + 10^ — 2 7i — 0 


\t x = 0,59 s 
[t 2 = -10,59 s 


La solucion significativa es: t = 0,59 S 
Reemplazando este valor de t en ecuacion (1), se 
obtiene para el angulo de encuentro: 


e m 


= 5,9 rad = 338,04° 


Ejemplo 8. Dos vehiculos describen la misma 
trayectoria circular de radio 0,75 m. El primero esta 
animado de un movimiento uniforme cuya velocidad 
angular es de 60 rpm. y sale de la posicion A cuando 
se empieza a contar el tiempo. El segundo movil esta 
animado de un movimiento uniformemente 
acelerado cuya aceleracion angular vale - k/6 rad/s 2 , 
pasa por B dos segundos mas tarde llevando una 
velocidad angular de 120 rpm. 

a) Escribir las ecuaciones del movimiento de cada 
uno de los moviles. Hallar el instante y la posicion 
de encuentro por primera vez de ambos moviles. 

b) La velocidad lineal, la velocidad angular, las 
componentes tangencial y normal de la aceleracion 
de cada uno de los moviles en el instante de 
encuentro. 

c) Realicese un esquema en el que se especifique los 
vectores velocidad, aceleracion, en dicho instante de 
encuentro. 


a , = - — rad/ s 


co 2 = 


f n ^ 

4 n - 1 


rad / s 


J 


0 , 


+ Ant - 1 

v 2 12 


rad 


Los moviles se encontraran cuando 6 X = 0 2 


2nt = —h Ant -r 

2 12 


71 o _ 71 ^ 

— t 2 -2 7Tt -= 0 

12 2 


r - 24/ -6 = 0 


Resolviendo 


= -0,25 s 
\t = 24,25 s 


La solucion es 24,25 s. 


j , 2 

= - —rad / s 
B 6 



El punto de encuentro es 

0 X = 2;r(24,25) = 48,5^ rad 

6> =0,5^-+ 4^(24,25)-^(24,25) 2 =48,5/rrad 

Los valores son iguales, tal como esperabamos. 


Solucion. 

a) Para t = 2 s el movil 1 como su velocidad angular 
es 2 k rad/s estara en el punto A, y podemos 
considerar ese instante como tiempo inicial, con lo 
que: 

Movil 1: 

a x = 0 

< co x = 2^rad / s 
6 X = 27rtmd 

Movil 2: 


Como 6 X — 0 2 = 48,5^- rad , equivalente a 24 
vueltas mas 1/4 de vuelta, el encuentro es en punto B. 
b) La velocidad lineal, la velocidad angular, las 
componentes tangencial y normal de la aceleracion 
de cada uno de los moviles en el instante de 
encuentro. 

Movil 1 

(o x = 2^rad/ s 

Vj = co x r = 1,5tz" m/s 

< 

a x = 0 —» a n = a x r = 0 

d nX = cofr = 3^ 2 m/s 
Movil 2 
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co 2 


471-71 


24,25 

6 


-0,04;rrad/ s 


, v 2 = co 2 r - -0,03;r m/s 


a t2 = a 2 r = -0,125^ m/s 2 
a n2 = ^ 2 r = 0,0012;r 2 m/s 2 


El movil 2 tiene velocidad negativa, porque a 1 
tiempo t = 24 s su velocidad se hizo cero e inicia el 
retorno, al tiempo t = 24,25 s se produce el 
encuentro. 

c) Esquema especificando los vectores velocidad, 
aceleracion, en el instante de encuentro. 

En el instante del encuentro el esquema seria el 
siguiente: 


v 1 = 1 ,5tt m/s 
a nl = m / s 
v 2 = -0,03 n m/s 
a t2 = -0425;Trn/s 2 
a^ 2 = 0,0012^ m/s 2 


Punto de encuentro 




Como a t =acos0 m/s 2 y a n = asenO m/s 2 , 

La aceleracion tangencial en cualquier instante, se 
obtiene a partir del producto escalar del vector 
->• -» 
aceleracion a y el vector velocidad v . 


v* a = va cos 9 = va t 


-> -> 

v- a 


v 


v a + v a 

xx y y 



+ V 


2 

y 


MOVIMIENTO CURVILINEO 

El movimiento curvilineo es aquel en el que pueden 
combinarse tramos rectos y/o curvos. La extension 
de las ecuaciones en el sistema intrinseco es 
inmediata sufriendo solo una ligera modificacion 
respecto a la aceleracion. Esta adopta la expresion 

dv * v 2 * 

a = — t H- n donde p es el denominado radio 

dt p 

de curvatura y corresponde al radio de una hipotetica 
circunferencia en cada uno de los puntos de la 
trayectoria. Es evidente que en el caso del 
movimiento circular este no varia ya que coincide 
con el radio de la circunferencia en cada uno de esos 

dv v 2 

puntos. ci t =— y a n = — 

dt p 



La figura siguiente muestra la velocidad y la 
aceleracion con las coordenadas x e y para un 
determinado instante. 


La aceleracion normal, se obtiene a partir del 
modulo de la aceleracion a y de la aceleracion 

tangencial a t . 


2 2,2 2,2 

ci — ci x + a — ci n + ci t 


2 2 2 2 

Cl — Cl + Cl — Cl 

n x y t 


2 2 2 

Cl — Cl + Cl 

n x y 


V X “.r + V y a y 




V 2 + V 2 

\ \ x y ) 


Finalmente Cl„ = 


V V, - v , a y 


4 


V x +V y 


El radio de curvatura 


v v 

a n ~ ^ P ~ 

P a n 

Ejemplo 9. El vector velocidad del movimiento de 
una particula viene dado por 

V = (3 1 — 2 )i +((5t 2 — 5)7 m/s. Calcular las 
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componentes tangencial y normal de la aceleracion y 
el radio de curvatura en el instante t =2 s. 

Solucion. 


v x =(3f-2) m/s =^> a x 


<K 

dt 


= 3 m/s 2 


b) las componentes normal y tangencial de la 
velocidad y aceleracion. 

c) la ecuacion de la trayectoria en coordenadas 
cartesianas. 

Solucion. 

x = 3 1, y = 2t -5t 2 

a) v x = 3; v y = 2 - lOt; a x = 0; a y = -10; 


dv, 


= (6 ? 2 -5) m/s => a v = —— = 12? m/s 2 
v ’ y dt 


En el instante t = 2 s 

I v x = 4 m/s a x = 3 m/s 2 

|v y =19m/s a y = 24 m/s 2 


= V4 2 +19 2 =19,49 m/s 
= V3 2 +24 2 =24,19 m/s 2 


La aceleracion tangencial es: 


a f = 


_ V a _ VA + _ 4 ( 3 )+19(24) _ 24 ^ 


4 


V? + v 2 


19,49 


La aceleracion normal es: 

- , 19(3)-4(24 ) ___ 2ia/s . 


4 


v:*k 


19,49 


^ _ v _ 3 i +(2-10?)y 

b) t 1 ? 

v *j9 + {2-10tf 

„ 7 f - 3y + (2 -10?)/ 

n = txk= t=== 

V9 + (2-10?) 2 

v t = v -1 = v = i/9 + (2-10?) 2 
v„ =0 

- 10 ?( 2 - 10 ?) 

9 + (2 - 10/ ) 2 
- 1 0 ?( 2 - 1 0 ?) 
l/» + (2-10 

30 


entonces 


CLrji ^ .1 


a T = a.t = 


a„ = a-n = 


a / 9 + ( 2 - 10?) 2 


2 5 2 

c) y = — jc -x 

3 9 


El radio de curvatura 


a 


?? 


v v 

= — P = — 
P a n 


Ejemplo 11. Una particula se mueve en el piano xy 
de acuerdo con la ley a x = 0, ay = 4cos(2/) m/s 2 . En 
el instante t = 0, el movil se encontraba en x = 0, y = 
-1 m, y tenia la velocidad vx = 2, v y = 0 m/s. 

a) Hallar las expresiones de r(t) y v(t). 


a = y/3 2 + 24 2 =24,19 m/s 2 
v = a/ 4 2 +19 2 =19,49 m/s 

v 2 = 377, a n = -2 m/s 2 


b) Dibujar y calcular las componentes tangencial y 
normal de la aceleracion en el instante t = ;r/6 s. 

Solucion. 

a) En / = 0 


/> = 



377 

T" 


188,5 m 


= 0, v x 



x = 0 


Ejemplo 10. Una particula se mueve de modo que 
sus coordenadas cartesianas estan dadas como 
funciones del tiempo 

x = 3 1, y = 2t-5t 2 

Determine 

a) las componentes cartesianas de la velocidad y de 
la aceleracion. 


4cos(2?)-^-, v =0, y = -\ 
s 


m 


En el eje x el movimiento es uniforme v x 

x = 2? m 



s 
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Para encontrar el movimiento en y hay que integrar 
£“ v y =£4cos(2 t)dt => v y =2sen(2^)— 

dy = | 2sen(2?)i? => y - (-1) = 1 - cos(2f) 

=> j = -cos(2^)m 

b) Las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion en el instante t = /r/6 s. 

v x =2, a x = 0 


\Vy =0 

Para t = 2 s < 

K=4 



= V3 , a = 2 


o m in m 

a t =a x =2— a n =a y = 10— 

s s 



a t = 2 cos 0 = 1,31 


m 


_ ^ ^ m ^ v r 2 

= 2sen# = 1,51 — , tan# = — = —= =^> 
s v, V 3 

e = 49,i° 


Ejemplo 12. Un movil se mueve en el piano xy 
con las siguientes aceleraciones: a x =2 m/s 2 , ^=10 
m/s 2 . Si en el instante inicial parte del origen con 
velocidad inicial v x = Oy v y =20 m/s. 

Calcular las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion, y el radio de curvatura en el instante t = 
2 s. 

Solucion. 


a y =~ 10-^- v y =20 + (-10 )t 


^ m 

a x= 2 ~ V x= 2t 

S 


v 2 V 2 4 2 

a =— =^> p = — = — = 1,6 m 
P a, 10 


Ejemplo 13. El vector velocidad del movimiento 
de una particula viene dado por 


= (3^ — 2)i + (< St 2 — 5 )/ m/s. 


Si la posicion del movil en el instante t = 1 s es 
r = 3/ — 2 j m. Calcular 

a) El vector posicion del movil en cualquier instante. 

b) El vector aceleracion. 

c) Las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion en el instante t = 2 s. 

Dibujar el vector velocidad, el vector aceleracion y 
las componentes tangencial y normal en dicho 
instante. 

Solucion. 

a) Para el movimiento horizontal 

v x =3t-2. - 

dx 


dv m 

a x =—- = 3-r 

* dt s 2 


Como v = 


dt 


dx = v x dt , integrando 
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| dx = | (3 1 - 2 )dt = 

x = \ — t 2 -2t + — |m 

2 2 


Para el movimiento vertical 


v y = 6r - 5 


dv y 

a y = ^ = nt ^ 

dt s 2 


dy 

Como v,, = — 

7 dt 


dy = v dt , integrando 


J' dy = £ (6 1 1 -5)# => y = (2 1 3 -5t + l}n 


r - 


—t 2 - 2f + — If - {it 3 -5t + 1)7 

v2 2 ) 


b) Z = ri+ntj 

c) Para t = 2 s 

v x = 4 m/s, v v = 19 m/s 

= 3 m/s 2 , = 24 m/s 2 

a = ^j a x + S = 24,2m/s 2 

v 1Q 

tan <2? = — = -?- = 4,75 => ^ = 78° 

v 4 

* 

a v ?4 

tan 0 = — = — = 3 ^0 = 83° 



a t = a cos(d -<p) = 24,1m / s 2 
= a(sen6^ - cp) = 2m 

MOVIMIENTO PARABOLICO. 


Considere un objeto que se desplaza en el aire sin 
ninguna fuerza con excepcion de la gravedad y de la 
resistencia del aire. La fuerza de la gravedad 
produce una aceleracion constante hacia abajo de 
magnitud 9,80 m/s 2 . Como primera aproximacion, 
no tomemos los efectos del aire y de variaciones en 
g . Asumiremos que la tierra es plana para el rango 
horizontal de los proyectiles. A pesar de estas 
simplificaciones, podemos aun obtener una 
descripcion bastante buena del movimiento del 
proyectil. El recorrido de un proyectil se llama su 
trayectoria. 

Si se desprecia la resistencia del aire, no hay 
entonces aceleracion en la direccion horizontal, y 

a x = 0 . La aceleracion en la direccion de y es 
debido a la gravedad. Es constante y dirigida hacia 
abajo, asi que a y = — g . Es conveniente elegir 

x 0 = 0 y y 0 = 0 (es decir, poner el origen en el 
punto donde el proyectil comienza su movimiento). 
Ademas, nos referimos tipicamente a v 0 como la 
rapidez inicial del proyectil. Si el proyectil es 
lanzado con un angulo 6 sobre la horizontal, la 
velocidad inicial en la direccion x y la velocidad 
inicial en la direccion y se pueden expresar en 
terminos de g y de y 6 usando la trigonometria. 



«* = 0 > a y = ~g 


Con esto: 

v x = v 0 cos 6 = constante, v y = v o sen0 - gt 
x = (v 0 cos 0)t , y = (v 0 sen#)^ - ^ gt 2 


Ecuacion de la trayectoria. 

De la ecuacion para X obtenemos t = 

Sustituyendo en la ecuacion para y 


x 


v 0 COS 6 


y 


= (tan 0)x - 


g 


v 2vq cos 0 j 


X 


Corresponde a la ecuacion de una parabola que pasa 
por el origen. Una caracteristica dominante del 
movimiento del proyectil es que el movimiento 
horizontal es independiente del movimiento vertical. 
Asi un proyectil se mueve a una velocidad constante 
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en la direccion horizontal, independiente de su 
movimiento vertical. Esto se ilustra en la figura. 



Podemos entender mejor el significado de la 
sen d)t — — gt 2 y i en do el 


ecuacion y 


= ( v o 


movimiento del proyectil de esta manera: Primero, si 
no hubiera fuerza de la gravedad y aceleracion hacia 
abajo, en el tiempo t el proyectil moveria una 


distancia V 0 t en una linea inclinada recta. Si ahora 

imaginamos con la gravedad el efecto seria hacer 
que el proyectil se aleje de la trayectoria recta por 
una distancia Vi gt 2 . De la superposicion de estos 
dos efectos resulta la trayectoria parabolica como se 
muestra en la figura. 



Tiempo de vuelo. Poniendo y = 0 


v 0 sen 


( 20 ) 


g 


La altura maxima que alcanza un proyectil se 
obtiene con v = 0 . 


v y = v 0 sen# ~ gt = 0 , despejando t. 


t = - 


v n sen# 
g 


-, como vemos es igual a la mitad del 


tiempo de vuelo. 


y m ca = ( V 0 Sen 


1 2 

'I* 


(v 0 sen# 


v 0 sen# 
8 , 


^v 0 sen 0^ 

V g . 


Finalmente: 

v 2 sen 2 # 

y max 

Su valor maximo se obtiene para el angulo de 
disparo 6 = 90°. 


2g 


y = (v 0 sen#)f — —gt 2 = 0 , despejando t, 


2 2v n sen6^ 

r-^^ = 0 

g 


Resolviendo obtenemos dos soluciones t = 0, que 
corresponde al disparo del proyectil y 

2v 0 sen# 

t = -V- - 

g 


El valor maximo de t se obtiene para 6 = 90°. 
Cuando el proyectil se lanza verticalmente hacia 
arriba, describiendo una trayectoria rectilinea a lo 
largo del ejey. 

El alcance horizontal de cada uno de los 
proyectiles se obtiene paray = 0. 


X mdx = ( V 0 COS ^ = (v 0 COS 6 ] 


2v 0 sen6^ 
. g 


Ejemplo 14. UN BLANCO EN CAIDA LIBRE 
(Tiro al mono) 

Se deja caer una botella desde el reposo en el 
instante en que una piedra es lanzada desde el origen. 
Determinar los valores del angulo y de la velocidad 
de disparo para que la piedra rompa la botella. 
(Tomese g - 9,8 m/s 2 ) 



Solucion. 

Movimiento de la piedra: El movimiento 
curvilineo de la piedra se realiza bajo la aceleracion 
constante de la gravedad, es decir, es la composicion 
de dos movimientos 
- Uniforme a lo largo del eje horizontal 
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Horizontal 


a px =0 

V =v 0 cos<9 

x p = v 0 cos 01 


■ Uniformemente acelerado a lo largo del eje vertical. 


Vertical 


a P x = ~g 

<v P x =v 0 sen 6-gt 
y p = v 0 sm6>t - gt 2 /2 


De estas ecuaciones, obtenemos: 

2x 2 y g 

- = -=> y =-X Ecuacion de una 

a x § a x 
linea recta. 

b) En tierra, y = — 124 , tal que 
<!= _2(-124) 

9,8 

c ) V v = v 0y -g t = 0 ~ (9,8X5,03) 


Movimiento de la botella: La botella se mueve 
verticalmente bajo la aceleracion constante de la 
gravedad. 

a b x = ~g 

V bx = -gt 


y b =H-gt 2 /2 

Choque de la piedra con la botella: Cuando se 
produce el choque, la position de la piedra y de la 
botella coincide. 

A = v 0 cos 01 

H - gt 2 12 = v 0 sen# t - gt 2 / 2 


=> H = v 0 sen Ot 

Dividimos la segunda ecuacion entre la primera. 

„ H 
tan 0 = — 

A 

Para romper la botella debemos de apuntarla 
directamente y en el instante en el que se deja caer, 
se debe lanzar la piedra. La velocidad debe tener un 
valor minimo para hacer el recorrido A, mientras la 
botella este en el aire. 


Esto sucede para el tiempo t = 


\2H 


, yel 


recorrido horizontal de la piedra debe cumplir: 


f 


v 0 cos 0 


\2H 


\ 


> A 


v o ^ 


g 


cos 6 V 2 H 



v,=v C;c +a/ = 0 + (l,10X5,03) 



s 


v - + - a/( 5 ’ 53 ) 2 + ( _ 49,3) 2 

= 49,6 — 
s 

Ejemplo 16. Disparamos un proyectil desde el 
origen y este describe una trayectoria parabolica 
como la de la figura. Despreciamos la resistencia del 
aire. 

Dibuja en las posiciones A, B, C, D y E el vector 
velocidad, el vector aceleracion y las componentes 
normal y tangencial de la aceleracion. (No se trata 
de dar el valor numerico de ninguna de las variables, 
solo la direccion y el sentido de las mismas) 

<^Que efecto producen a n y a t sobre la velocidad? 



Solucion. 


Ejemplo 15. Una bolsa de arena cae del reposo de 
un globo de aire caliente desde una altura de 124 m 
esta soplando un viento horizontal, y el viento da a 
bolsa de arena una aceleracion horizontal constante 
de 1,10 m/s 2 . 

a) Demuestre que la trayectoria de la bolsa de arena 
es una linea recta. 

b) ^Cuanto tiempo toma para llegar la tierra? 

c) ^Con que velocidad llega a la tierra? 

Solucion. 


a) x = — at 2 => t 2 
2 x 

1 0 0 


2x 

a x 

2 .y 
g 


-> 

V es tangente a la trayectoria 



Cuando sube 
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a t y V tienen sentidos opuestos. 
Cuando baja 


a t y V tienen el mismo sentido 


a t modifica el modulo de la velocidad con el 
tiempo. 


-» 

a n modifica la direccion de V 


Ejemplo 17. Una bala del rifle se dispara con una 
velocidad de 280 m/s hacia arriba de una superficie 
plana inclinada 30° sobre la horizontal. La bala se 
dispara con un angulo de elevacion inicial de 45° 
sobre la horizontal (es decir, 15° sobre la superficie 
plana). /,Cual es el alcance de la bala sobre el piano? 
Solucion. 

La ecuacion del piano inclinado es 


— = tan30° y = °r= 
x 3 


La ecuacion de la trayectoria parabolica. 

( g ^ 


y = (tan 0)x - 


V 2v„ cos 0 j 


x 


La intersection de la parabola y la linea recta ocurre 
cuando 


= (tan 9)x - 


2v 0 cos 0 


Para 0 = 45° : x = 0 
g 


f 


1 


\ 


1 - 

•V 3 j 


Para un triangulo 30°, 60°, 90° vemos que 

x = S'cos 30° = 3 5. 

2 


De aqui S = — f 3 — l) - = 0,49 —, arriba del 
3 g g 


piano. 

Con y Q = 280 m/s, S - 3,90 km. 


Ejemplo 18. Se dispara un proyectil desde la cima 
de una colina de 150 (m) de altura con una rapidez 
de 180 (m/s) y formando un angulo de 30° con la 
horizontal. Calcule: 

(a) La distancia horizontal entre el punto de 
lanzamiento y el punto de caida del proyectil. 

(b) La altura maxima del proyectil con respecto al 
suelo. 

(c) Las componentes normal y tangencial de la 
aceleracion al salir en el punto de disparo. 

Solucion: 

x = 180(cos 7r/6)t 


y = 150 + 180(sen 7i/6)t - 5 1 2 

a) Punto de caida 

150 + 180(sen 7d6)t - 5t 2 = 0, 
t = 19,5 s 

x = 180(cos tt/ 6)(1 9,5) = 3039,8m 

b) Tiempo para la altura maxima 
180(sen 7r/6 ) - lOt = 0, t = 9,0 s 
entonces 

Lmax = 150 + 180(sen tt/6)(9) - 5(9) 2 
= 555,0m 

El vector unitario tangente es 

-> 

/v V ? 71 ^ 71 

t = — = i cos—h ysen— 
v 6 6 

a = -10 j 
Entonces 

a=a-t= -lOsen— = -5 m/s 2 
' 6 

a n - - a 2 n = v/lOO - 25 = 8,66 m/s 2 


Ejemplo 19. Un canon de artilleria lanza 
proyectiles con una rapidez de 300 (m/s). El artillero 
debe darle a un bianco que se encuentra a 8640 (m) 
detras de un cerro, cuya altura es de 1000 (m) 
ubicado a 1200 (m) del canon. Demuestre que es 
posible darle al bianco y determine el angulo de 
elevacion para cumplir el objetivo. 

Solucion. 

Supondremos que damos en el bianco entonces 

2 

gX „ 

y — xtan a - -f- —r— = 0 

2v 0 cos a 


8649 tan a - 


5(8649) 2 
(300) 2 cos 2 a 


= 0 


Tiene dos raices reales 


aj = 53,03° 
a 2 = 36,97° 

Debemos verificar que el disparo pasa sobre el cerro, 
para ello evaluamos en ambos angulos y^noo) 
y\ (1200) = 1373,0 m 
yi (1200) = 777,95 m 

La altura del cerro es excedida en el primer caso. 


Ejemplo 20. Se dispara un proyectil de modo que 
su alcance horizontal es igual al triple de la altura 
maxima. Encuentre el angulo de lanzamiento. 

Solucion. 

Sabemos que 

T = —2- 

A max 

g 

vlsen 2 a 

y max = - 

Entonces 
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v 2 sen2 a _ v 2 sen 2 a 
g 2 g 

=^> 2 cos a = 3sen a 
2 

=^> tan a = — => a = 33,69° 
3 


Ejemplo 21. Un lanza granadas tiene un alcance 
maximo de 300 m. Para dar en un bianco que se 
encuentra a una distancia de 400 m del lanza 
granadas. Determine: 

a) La altura minima que debe subirse el lanza 
granadas. 

b) La rapidez de lanzamiento. 

c) El angulo de lanzamiento, 

Solucion. 

La ecuacion de la parabola de seguridad es 


2 g 


g*_ 

2Vn 


Sabemos tambien que para h = 0 la distancia 
maxima alcanzable es 

2 


c (o) 


= = 300 

g 


y para una altura h la distancia horizontal maxima 
sera 


x (h) = V( v o +2/*g)— = 400m 
g 

de la primera 

b) 

v 0 =73000 = 54,77 — 
s 

yde ^(54,77) 2 + 2/?(l0) 5 LE =400 
a) 

h = 116,701m 

c) El angulo de lanzamiento cuando el bianco esta 
sobre el limite de la parabola de seguridad es 

v o 

tana = — entonces a= 36,87° 

& 


Ejemplo 22. Un patinador desciende por una pista 
helada, alcanzando al fmalizar la pista una velocidad 
de 45 m/s. En una competicion de salto, deberia 
alcanzar 90 m a lo largo de una pista inclinada 60° 
respecto de la horizontal. 

a) ual sera el angulo (o los angulos) a que debe 
formar su vector velocidad inicial con la horizontal?. 

b) ^Cuanto tiempo tarda en aterrizar? 

c) Calcular y dibujar las componentes tangencial y 
normal de la aceleracion en el instante t/2. Siendo t 
el tiempo de vuelo. Tomar g =10 m/s 2 



a)yb) 



ci x = 0 v x = 45 cos a 
a y = -10 v y = 45sena -10/ 
x = 45 cos a.t 


1 7 

y = 45sen a.t —10/ 

2 

Punto de impacto x = 45, y = —45 /3 
45 = 45 cos a.t 

- 45 /3 = 45sen<x/ - 5/ 2 

- 45 3 = 45sen a. - 5 

cos a cos a 

tan 2 a - 9 tan a +1 - 9a/3 = 0 

a x = 84,5° t x = 10,45^ 

a 2 = -54,5° t 2 = l,72v 

t fv x = 4,3 1 a x = 0 

c) Para / = — < 

2 \v y = -7,46 a, =-10 

tan<9 = /y => <9 = 30° 

H 

= geos 30° = 5/3 m/s 2 
a n = gsen30° =5 m/s 2 
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Punto de encuentro 

20015 cos#./ 

30 - -9,8 1 2 = 15sen 0t - -9,8 1 2 
2 2 


f „ 30 

\ tan 0 = — 
[ 20 


0 = 56,3° 
y = 1,69m 


b) 


Ejemplo 23. Se deja caer una botella desde el 
reposo en la posicion x =20 m e y =30 m. A1 mismo 
tiempo se lanza desde el origen una piedra con una 
velocidad de 15 m/s. 

a) Determinar el angulo con el que tenemos que 
lanzar la piedra para que rompa la botella, calcular la 
altura a la que ha ocurrido el choque. 



b) Dibujar en la misma grafica la trayectoria de la 
piedra y de la botella. (Tomar g = 9,8 m/s 2 ). 

Solucion: 

a) 



Movimiento de la botella 


a x =° 

a y = -9,8 


n x = 20 

v x =0 

v =-9,8 1 y = 20--9$t 2 
2 


Movimiento de la piedra 

Cl x = 0 V_ v = 15cos# 
a y = -9,8 v y = 15sen# - 9,8/ 
x = 15cos#/ 

y = 15 sen 0t-— 9,8/ 2 
2 


Ejemplo 24. Desde un canon que esta sobre un 
piano inclinado un angulo a con la horizontal se 

dispara un proyectil. Este sale con una velocidad v 0 

formando un angulo 6 con el piano horizontal. 
Encontrar. 

a) El punto mas alto al que llega el proyectil. 

b) El alcance del proyectil. 

Solucion. 



v y =v o sen0-gt 

La altura maxima se produce cuando v y = 0 


y„ 


Vo sen 2 <9 
2 g 


Con ese valor, 


f 

x = v 0 cos 6 

v 


v 0 sen6^ 
S y 


— sen2^ 
2 g 


y = x tan a = — sen2^ tan a 

2g 

2 

h = y m a X ~y = — (sen 2 ^-sen2^tana) 
2 g 

b) El alcance maximo S . 
x = v 0 cos Ot y = v o sen0 1 - j gt 2 
Ecuacion del piano en funcion de t y = X tan a 
Dividiendo y/x\ 
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y v 0 sen 9t-\gt 2 

x v 0 cos 61 

v 0 sen# t-\ gt 2 = tan a v 0 cos 61 

Resolviendo encontramos el tiempo para el que el 
proyectil toca tierra: 

2v 

t = - (sen# - cos 6 tan a) 

g 

El valor de .v cuando el proyectil toca tierra es: 

2 v 2 

x = v 0 cos Ot = —-cos#(sen#-cos#tana) 
g 

Y el alcance S es: 

c _ x 2 vl cos 6 

O — — 


= tan a 


cos a g cos a 


-(sen#- cos# tana) 


Ejemplo 25. La figura muestra una colina inclinada 
un angulo OC respecto a la vertical y la trayectoria 
de un proyectil. El proyectil se lanza desde el origen 
O con una velocidad inicial de modulo V 0 y que 

forma un angulo 6 con el eje z (perpendicular al 
piano). El eje x se toma tangente al piano apuntando 
hacia abajo. 

a) Tome el sistema de referenda indicado en la 
figura y halle las componentes de los vectores 
aceleracion, velocidad y posicion del proyectil en 
funcion del tiempo. 

b) Halle la maxima separacion entre el proyectil y la 
colina. 

c) Halle la distancia entre el origen y el punto de 
caida del proyectil sobre la colina. Demuestre que 
esa distancia es maxima si # = a / 2. 



Solucion. 

a) a x = g cos a, v x = g cos a t + v 0 sen#, 


1 2 

x = — g cos a t + v 0 sen# t 


a z = -gsena , v z = -gsencr t + v 0 cos#, 


z 


2 


gsena t 2 + v 0 cos 6t 


b) La maxima separacion ocurre para V z = 0 y vale 

v 2 cos 2 # 

z = —- 

2 g 2sen a 


c) El punto de caida ocurre para z = 

l + cos2# 


vale = 


gsena 


tana 


= 0 y la distancia 

+ sen2# 


dx ( q\ 

La distancia maxima ocurre para-= 0 . 

de 


Ejemplo 26. Se lanza una pelota verticalmente 
hacia arriba con una velocidad de 20 m/s desde la 
azotea de un edificio de 50 m de altura. La pelota 
ademas es empujada por el viento, produciendo un 
movimiento horizontal con aceleracion de 2 m/s 2 . 
Calcular: 

a) La distancia horizontal entre el punto de 
lanzamiento y de impacto. 

b) La altura maxima 

c) El valor de las componentes tangencial y normal 
de la aceleracion cuando la pelota se encuentra a 60 
m de altura sobre el suelo. 

Tomese g =10 m/s 2 . 


y 



Solucion. 


ci x = 2, v =21, x = —21 2 

2 

a y =~ 10, v y = 20 + (-10)t, 
y = 20t + ±(-U>y- 


a) Punto de impacto 

y = -50 t= 5,74 s =^> x = 32,97 m 

b) altura maxima 

V y = 0 => / = 2 s => y = 20 m 
^maxima = 70 m sobre el suelo. 
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c) h = 60 => y = 10 m => t\ = 0,59 s t 2 = 3,41 s 



t x = 0,59^ 


k=U7 
v, =14,14 


a = V2 +10 2 


a x = 2 

a y =-10 


^ = ^ 2-^1 =14,5° 

ja„ = a.cos#? = 9,87 m,A 2 

[a, = a.sen#? = 2,55 m/s 2 

Ejemplo 27. Nos encontramos en la antigua 
Suiza, donde Guillermo Tell va a intentar ensartar 
con una flecha una manzana dispuesta en la cabeza 
de su hijo a cierta distancia d del punto de disparo 
(la manzana esta 5 m por debajo del punto de 
lanzamiento de la flecha). La flecha sale con una 
velocidad inicial de 50 m/s haciendo una inclinacion 
de 30° con la horizontal y el viento produce una 
aceleracion horizontal opuesta a su velocidad de 2 
m/s 2 . 

a) Calcular la distancia horizontal d a la que debera 
estar el hijo para que pueda ensartar la manzana. 


tan <p. = V * = 3TL = 0 ,08 => m = 4,7° 
1 v y 14,14 1 

| a y\ 10 _ 

tan (p 2 = -—- = — = 5 => (p 2 = 78,7 
a x 2 

(p = (p 2 -cp x = 73° 

I a n = a.coscp = 2,8 lm /^ 2 
[a t = a.sen<p = 9,80 m Is 2 



t 2 = 3,41 s- 


\v x = 6,83 m Is 
v = -14,14 mA 


a = 4l 2 +10 2 



tan^»j = — = kL = 2,07 => <p x = 64,2° 
v x 6,83 

\ a y\ 10 , nono 

tan (p 2 = -—- = — = 5 => cp 2 — 78,7 
a x 2 


b) Hallese la altura maxima que alcanza la flecha 
medida desde el punto de lanzamiento. (g = 9,8 
m/s 2 ) 



Solucion. 



a x = -2, v x = 50cos30° - It, 

x = 50cos30° --It 1 
2 

a y = -9,8 , v y = 50sen30° - 9,8/, 

y = 50sen30° - —9,St 2 
2 

Punto de impacto x = d, y = -5 

-5 =25 t -4,9 t 2 => t = 5,29 s =^> x = 201,23 m 
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Maxima altura v y = 0 


50sen30° - 9,8t = 0 => £ = 2,55s=> y = 31,89 m 


Ejemplo 28. Un paraguas abierto mojado se 
sostiene hacia arriba como se muestra en la figura y 
se gira sobre la manija a razon uniforme de 21 
revoluciones en 44 s. Si el borde del paraguas es un 
circulo 1 m de diametro, y la altura del borde sobre 
el piso es 1,5 m, hallar donde las gotas del agua al 
hacer girar del borde tocan el piso. 



Solucion. 

La velocidad angular del paraguas es 

21x2^rad _ 17 

co =-= 3rad/s 


44s 

La velocidad tangencial de las gotas de agua que 
salen del borde del paraguas es 


v 0 =ra> = (0,5X3) = 1,5m/s 

Para calcular el tiempo en que la gota llega al piso 

r 1 .2 

usamos n = — gt 


= 053 = 0,553m 
V 9,8 

El alcance horizontal de la gota es 

x - vof = (l,5)(0,55) = 0,83 m; 

y el locus de las gotas es un circulo de radio 

R = (0.5)’ + (0.83 ) 2 = 0,97 m. 



VELOCIDAD Y ACELERACION RELATIVAS. 


Movimiento Relativo de Traslacion Uniforme. 
La Relatividad de Galileo 


Consideramos dos sistemas de referencia S y S', S' 
tiene un movimiento de traslacion rectilineo 
uniforme con respecto a S; S' se aleja de S con una 

velocidad V = vi 



Sea un objeto P determinado por un observador en el 

—^ 

sistema S por r = xi + yj + zk y por un 

observador en el sistema S' por 

—^ 

r f = x } l + y y j + z f £ como se muestra en la figura. 



Las ecuaciones de transformacion de Galileo que 
relacionan las observaciones desde los sistemas S y 
S' son 

x = x f + Vt , y = y , z = z ? t = V 
Aqui se supone que puede establecerse una escala de 
tiempo absoluta aplicable a ambos marcos de 
referencia de manera que t = f . Esto sucederia si la 
velocidad de la luz fuera infmita (Debemos 
reconocer que las escalas de tiempo asociadas a dos 
marcos de referencia no son los mismos si existe 
movimiento relativo entre ellos es uno de los 
principios fundamentals de la teoria especial de la 
relatividad propuesta por Einstein en 1905). 
Vectorialmente podemos representar la 
transformacion de Galileo como 


r = r'+V t . 

Derivando las relaciones anteriores podemos obtener 
la relacion de la velocidad. 
dx _ dx' 

dt dt 
dy dy' 


+ V 


v = v' ,+ V 


dt 

dz 

dt 


dt 
dz ' 

dt 


v = v , 

y y 


v = v 


Vectorialmente V = v'+ V 

Derivando nuevamente obtenemos la relacion de la 


aceleracion 


dv x 

dv ', 

dV 
+ — 

dt 

dt 

dt 

dv 

II 


y 

=^> a 

dt 

dt 



— cC, 1 + 


dV 

dt 


= a 
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dv „ dv' 


dt dt 


a „ = a 


—^ 

Si la velocidad V del sistema S’ es constante, 


dV 

dt 


= 0 y a = a' 


Estas relaciones encontradas son de aplicacion 
general si S y S’ estan animadas por un movimiento 
relativo cualquiera, como se muestra en la figura 
siguiente 



Las ecuaciones son: 


-» -» -» -> -> -> 

r = r'+Vt , r' = r—Vt 


v 


= v f + V 


a = a' 


Ejemplo 29. Desde la plataforma de un camion en 

movimiento horizontal V constante se lanza un 
proyectil directamente hacia arriba con una 
velocidad v 0 . ^Como sera visto el movimiento del 
proyectil por: 

a) un observador situado en el camion (sistema S’)? 

b) un observador situado en el suelo (sistema S)? 

Solucion. 

a) El tiempo se mide desde el momento del 
lanzamiento t 0 = 0 , cuando el proyectil se eleva 

con velocidad v 0 . La componente horizontal de la 

velocidad coincide con la velocidad V del camion. 
El observador O’ en el camion vera unicamente la 
componente vertical V f , 0 , la componente horizontal 

ser a v 'x'o = 0 • 

Para un instante t cualquiera 

x'= 0 y'=v'y, Q t-Vigt 2 

V 'x' = 0 v' y , = v' yo -gt 
a 'x' = ° a\ = -g 



b) Si se observa el mismo proyectil desde un sistema 
de referencia situado en el suelo S con un origen en 

el lugar de lanzamiento (para t 0 = 0 , O = O’), 

entonces las posiciones, las velocidades y las 
aceleraciones respecto de O estaran dadas por la 
transformacion de Galileo. En este caso la velocidad 


inicial v 0 vista desde el suelo sera 

Vo=tf + V yoJ V 0 = + V i> 

0 () = tan -1 
0 V 

La trayectoria sera una parabola tal como se ve en la 
figura siguiente 

7 " 



La componente horizontal del movimiento del 
proyectil es igual al movimiento del canon, de modo 
que cuando cae el proyectil coincidira con el canon. 


Ejemplo 30. El observador O suelta una piedra del 
trigesimo piso de un rascacielos. El observador O’, 
descendiendo en un ascensor a velocidad constante 
de V= 5,0 m/s, pasa el trigesimo piso justo cuando 
se suelta la piedra. Al tiempo t = 3,0 s despues de 
que se suelta la piedra, hallar: 

a) La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la 
piedra relativa a O. 

b) La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la 
piedra relativa a O’. 

Solucion. 

a) Para O, la posicion de la piedra esta dada por: 


x — Xq + v 0 t + — ut 


Donde x = 0 en el trigesimo piso con la direccion 
hacia abajo como la direccion positiva de x. Asi, en 
t = 3,0 s, 

X = 0 + 0 + — (9,8)(3,0) — + 44 m/s 

Tambien, v = Vo + at da 

v = 0 + 9,8 m/s 2 x 3,0 s = +29 m/s. 
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La aceleracion de un cuerpo en caida libre, segun el 
observador O que esta inmovil con respecto a la 
tierra, se sabe que la aceleracion gravitacional es 
constante. 

(De hecho, esto es la base de la validez de los dos 
calculos anteriores.) 

Asi tenemos: 

a = +g = +9,8 m/s 2 . 


Sea W la rapidez del rio y u la rapidez de los botes 
respecto al agua, (igual en ambos), entonces 
V\ = u -W 
V 2 =u+W 
de modo que 


W = 


Vi-Vx 

2 


b) O’ mide la posicion x', relativa a x por medio de 
la ecuacion x' = x - Vt. 

Luego, despues de 3,0 s, 

x' = 44 m - 5,0 m/s x 3,0 s = +29 m. 

Es decir, la piedra se localiza 29 m debajo del 
observador O’ despues de 3,0 s. 

La velocidad de la piedra relativa a O’ es v' = v -V; 
de aqui, en £=3,0s, 

v' = 29 m/s - 5,0 m/s - +24 m/s 
Puesto que V es constante, a' = a, y a'= +g = +9,8 
m/s 2 . 

El observador O’ ve la piedra con la misma 
aceleracion vista por O. (en general, las 
aceleraciones son iguales en todos los sistemas 
inerciales.) 

Ejemplo 31. Un automovilista viaja hacia el oeste 
sobre la Ruta Interestatal 80 a 80 km/h y es seguido 
por un auto patrulla que viaja a 95 km/h. 

a) ^Cual es la velocidad del automovilista respecto 
al auto patrulla? 

b) ^Cual es la velocidad del auto patrulla respecto al 
automovilista? 

Solucion. 

Si el Oeste indica el sentido positivo entonces 

a) 80 - 95 = -15 km/h 

b) 95 - 80 = 15 km/h 

Ejemplo 32. Un rio tiene una rapidez uniforme de 
0,5 m/s. Un estudiante nada corriente arriba una 
distancia de 1 km y regresa al punto de partida. Si el 
estudiante puede nadar con una rapidez de 1,2 m/s 
en agua tranquila, ^cuanto dura el recorrido? 
Compare este resultado con el tiempo que duraria el 
recorrido si el agua estuviera tranquila. 

Solucion. 

La rapidez absoluta (respecto a la ribera) cuando 
nada corriente arriba es 1,2- 0,5 = 0,7 y cuando 
nada corriente abajo es 1,2 + 0,5 = 1,7 entonces el 
tiempo de ida y vuelta sera 

1000 1000 

t =-+- = 2016,81 s = 0,56 h 

0,7 1,7 

Ejemplo 33. Dos remeros en identicas canoas 
ejercen el mismo esfuerzo remando en un rio, uno 
corriente arriba (y se mueve corriente arriba), 
mientras que el otro rema directamente corriente 
abajo. Un observador en reposo sobre la orilla del 
rio determina sus rapideces que resultan ser de V\ y 
V 2 respectivamente. Determine en terminos de los 
datos la rapidez de las aguas del rio. 

Solucion. 


Ejemplo 34. Un bote cruza un rio que mide de 
ancho a en el cual la corriente fluye con una rapidez 
uniforme de u. El botero mantiene una orientacion 
(es decir, la direccion en la cual apunta el bote) 
perpendicular al rio y al motor fijo para dar una 
rapidez constante de v m/s con respecto al agua. De 
acuerdo a los datos 

(a) i Cual es la velocidad del bote respecto a un 
observador detenido en la orilla? 

(b) ^Hasta donde estara el bote, medido corriente 
abajo paralelamente al rio, desde la posicion inicial 
hasta cuando alcance la orilla opuesta? 

Solucion. 

a) 

-> 

F * a 

= ui +vj 

b) La componente de la velocidad absoluta 
perpendicular al rio determine el tiempo de cruce de 
a 

acuerdo a t = — 
v 

Por lo tanto el bote avanza paralelamente al rio una 
distancia 

7 u 
d—ut — —a 
v 

Ejemplo 35. Un comprador que esta en una tienda 
puede caminar sobre una escalera mecanica en 30 s 
cuando esta detenida. Cuando la escalera mecanica, 
funciona normalmente, puede llevar al comprador 
sin caminar al siguiente piso en 20 s. ^Cuanto 
tiempo le tomaria al comprador al subir caminando 
con la escalera mecanica en movimiento? Suponga 
que el comprador hace el mismo esfuerzo al caminar 
sobre la escalera mecanica en movimiento o cuando 
esta parada. 

Solucion. 

Sea L el largo de la escalera. Entonces la velocidad 
de la persona respecto a la escalera es 



Sea v e la velocidad de la escalera. Ella corresponde a 
la de la persona cuando no camina, es decir 

L 



Si la escalera funciona y la persona camina, entonces 

, L L L 

V = V_ + V = — + — = — 

e 20 30 t 

de donde el tiempo sera 
t= 12s 
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Ejemplo 36. El piloto de un avion observa que la 
brujula indica que va dirigiendose hacia el oeste. La 
rapidez del avion respecto al aire es de 150 km/h. Si 
existiera un viento de 30 km/h hacia el norte, calcule 
la velocidad del avion respecto a la Tierra. 



La velocidad del viento es v v = 30 km/h y la rapidez 
del avion respecto al aire es v’= 150 km/h. 

Pero 

V =VJ = 30l + V 

—> 

De donde V 1 = VJ - 3 Of 
y si tomamos magnitudes 

150= yr+30’ => 

v = 146,969 km/h 

Ejemplo 37. El piloto de un avion desea volar 
hacia el oeste en presencia de un viento que sopla 
hacia el sur a 50 km/h. Si la rapidez del avion 
cuando no sopla el viento es de 200 km/h, 

a) ^en que direccion debe dirigirse el avion? 

b) ^cual debe ser su rapidez respecto a la Tierra? 



Solucion. 

La velocidad del viento es v v = 50 km/h hacia el sur 
y la rapidez del avion respecto al aire es v' = 200 
km/h. 

Para poder volar directamente hacia el oeste con 
respecto a tierra debe compensar el arrastre 
producido por el viento, tal como se muestra en la 
figura siguiente. 



a) La direccion en la que debe dirigirse el avion esta 
dada por el angulo 6. 

v 50 

cos# = —=-= 0,25 => 0 = 75,5° 

v 200 

Debe dirigirse 75,5° direccion N-O. 

b) Su velocidad respecto a la Tierra es: 

V = v'-50i 

Y su rapidez respecto a tierra es: 

v = Vv' 2 -50 2 =?200 2 -50 2 

= 193,6 km/h 

Ejemplo 38. Un nino en peligro de ahogarse en un 
rio esta siendo llevado corriente abajo por una 
corriente que fluye uniformemente con una rapidez 
de 2,5 km/h. El nino esta a 0,6 km de la orilla y a 0,8 
km corriente arriba de un embarcadero cuando un 
bote de rescate se pone en camino. 

a) si el bote procede a su rapidez maxima de 20 
km/h con respecto al agua, £cual es la direccion, 
relativa a la orilla, que debera tomar el conductor del 
bote? 

b) iC ual es el angulo que hace la velocidad, v, del 
bote con respecto a la orilla? 

c) ^Cuanto tiempo le tomara al bote para alcanzar al 
nino? 

Solucion. 

a) Considerando al bote y al nino dentro del rio se 
encuentran en un sistema inercial S’. 

En este sistema el nino esta en reposo y el bote se 
mueve con su velocidad, para poder alcanzar en el 
menor tiempo el bote de enfilar con un angulo 
relativo a la orilla dado por: 

tan# = — = 1,5 => (9 = 37° 

0,8 


y 



~T ( 

0 ,6 km 




-i-0,8 km-►! 

X 


b) La velocidad del bote v, con respecto a la orilla 

v x = -20cos37°+2,5 = -13,5 (1) 
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v y = 20sen37° = 12 (2) 

Dividiendo (2) : (1) 

— = tan 0 = = -0,89 

v y -13,5 

=> ^ = -41° 


y 

T' 

0,6 km 

t ==r ¥ ~ bote _ 


► 0 ► 

* -0,8 km->| * 


c) El tiempo que le tomara al bote para alcanzar al 
nino: 

, d 

d = vt =^> t = — 
v 

Siendo v = 20 km/h y 
d — -yj 0,8 + 0,6 —1,0 km 

1 

t =- = 0,05 h = 3 min 

20 


, V 2 cot 2 a 

h = 

2 g 

Ejemplo 41. La brujula de un avion indica que se 
esta dirigiendo hacia el este con una velocidad de 
400 km/h. La informacion de tierra indica que el 
viento sopla hacia el norte con una velocidad de 300 
km/h. ^cual es la velocidad del avion con respecto a 
tierra? 

Solucion. 

En este caso tenemos dos sistemas, el sistema tierra 
(S) y el sistema aire (S') que se mueve con una 
velocidad de 300 km/h respecto a tierra. 



Ejemplo 39. Desde el techo del carro de un tren que 
esta acelerando hacia el norte a una razon de 2,5 
m/s 2 se suelta y cae un pemo. ^Cual es la aceleracion 
del pemo con respecto a: 

a) el carro del tren? 

b) la estacion? 

Solucion: 

Si y es la vertical hacia arriba y x es la direccion de 
la aceleracion del tren, entonces 

a) 

a ’ = -2,5 1 - 9,8 j . 

b) 

7 = -9,8.7 

Ejemplo 40. Un estudiante de la Eacultad de 
Ingenieria pasea sobre el vagon de un tren que viaja 
a lo largo de una via horizontal recta a una rapidez 
constante de V m/s. El estudiante lanza una pelota al 
aire a lo largo de una trayectoria que inicialmente 
forma un angulo de a° con la horizontal y esta en 
linea con la via. El profesor del estudiante, que esta 
parado cerca sobre la tierra, observa que la pelota 
sale verticalmente. ^Que altura subira la pelota? 
Solucion. 

Si V es la rapidez inicial de lanzamiento relativa al 
tren, entonces en la direccion x tenemos: 

V x = V’ cos a V= 0 

Porque el profesor observa que sale verticalmente. 



COS cc 
Luego 

V y = V’ y = Usina= V cot a 
Subira una altura h dada por 


V = 300y 
v f = -400? 


R = V t 


-> -> 

r' = v't 

La posicion del avion visto desde O es 


-> -> -> -> -> 

r = R+ r' = Vt + r' 

La velocidad es 


-» 


_dr 

dt 


V+ v' 


Luego v = 300y + 400f 
Su magnitud 


V = 


a/300 2 +400 2 =500 


km 

h 


a = tan" 1 


300 

400 


= 37° 


El avion se dirige hacia el NE formando un angulo 
de 37° con la direccion este, el modulo de la 
velocidad es 500 km/h. 


Ejemplo 42. Un nadador recorre una piscina de 100 
m en 2 min. Va a nadar en un rio observando antes 
de lanzarse e al agua, que un trozo de madera que 
flota en ella recorre 20 m en 1 minuto. Calcular el 
tiempo que tardara el nadador en recorrer 100 m en 
el rio, segun vaya a favor o en contra de la corriente. 
Solucion. 
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La velocidad del nadador es: 

s 100 m 

V n = - = ^ = 50 — 

t 2 mm 

m 

La velocidad del agua del rio es: v r = 20- 

min 

La velocidad nadando a favor de la corriente es: 

V, = v n + v r = 50 + 20 = 70 m/m in 

Y el que tarda en recorrer 100 m es: 

s 100 

t ] = — =- = 1 min 26 s 

1 v, 70 

La velocidad nadando en contra de la corriente es: 
v 2 = v n — v r = 50 - 20 = 30 m/min 

Y el que tarda en recorrer 100 m es: 

5 100 

G = — =- = 3 min 20 s 

2 v 2 30 

Ejemplo 43. Un acorazado navega con rumbo NE a 
una velocidad de 50,56 km/h. Suena zafarrancho de 
combate y uno de los tripulantes marcha corriendo 
de babor a estribor para ocupar su puesto, a una 
velocidad de 10 km /h. Calcular el valor de la 
velocidad resultante y su direccion. 

Solucion. 



V = 55,56 2 + 10 2 =56,45 km/h 
55,56 

tan a = - =^> a = 79,8 

10 

(p = 79,8 - 45 = 34,8 = 34° 47’ 49” 

La direccion sera 90° - (f>= 5 5° 12’ 11” 

Ejemplo 44. Una pequena lancha atraviesa un rio de 
50 m de. Anchura, al mismo tiempo la corriente lo 
arrastra 60 m aguas abajo. ^Que camino ha 
recorrido? 

Solucion. 



Si en la figura y es el ancho del rio y x el avance 
producido por la corriente, el camino recorrido por 
la lancha es s. 

s = ^x 2 + y 2 = \60 2 +50 2 

= 78,1 m 



Ejemplo 45. La velocidad que provocan unos 
remeros a una barca es de 8 km/h, La velocidad del 
agua de un rio es 6 km/h, y el ancho de tal rio 100 m. 

a) Suponiendo la posicion de la proa perpendicular a 
las orillas, calcular el tiempo que tarda la barca en 
cruzar el rio y la distancia a que es arrastrada, aguas 
abajo, por la corriente. 



b) ^En que direccion debe colocarse la proa de la 
barca para alcanzar el punto de la orilla opuesta 
situado enfrente del de partida? (punto de partida y 
llegada en la perpendicular comun a las orillas), 



c) ^Que velocidad, respecto a la tierra, lleva la barca 
en los dos casos estudiados? 

d) ^Cuanto tarda en atravesar el rio?. 

Solucion. 

a) v x = v r = 6 km/h, v y =v b = 8 km/h 

y 0,1 

y = vt =^> t = — = —h =45s 

' V y 8 

La distancia a que es arrastrada por la corriente: 

, 0,1^ 

x = vt = 6x — Km = 75 m 
* 8 


b) Para que la barca vaya en la direccion de v? la 
componente horizontal de v* ha de ser igual a 6 km/h. 

6 


v b sen <p = v r => sen^p = 

<p =48° 35’ 
c) En el primer caso 


8 
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Vi=yv, 2 +vJ =V6 2 +8 2 

= 10 km/h 
En el segundo caso: 
v 2 =v b cos(p = 8cos48°35’ 

= 5,3 km/h 

d) En el primer caso son 45 s ya calculados. 
En el segundo caso: 

y 0,1 

t = — = — h=68s 

v 2 5,3 


Ejemplo 46. Una canoa de 2,5 m de larga esta junto 
a la orilla de un rio y perpendicularmente a ella. Se 
pone en marcha con una velocidad de 5 m/s y al 
llegar a la orilla opuesta ha avanzado en el sentido 
de la corriente 23,4 m. 

a) Calcular la velocidad del agua sabiendo que el rio 
tiene una anchura de 100 m. 

b) Si la canoa marcha a lo largo del rio, determinar 
el camino recorrido en 1 minuto segun vaya en el 
sentido de la corriente o en sentido contrario. 
Solucion. 

a) La proa de la canoa debe recorrer un espacio en 

direccion perpendicular al rio: 

y = 100 - 2,5 = 97,5 m 

siendo y = v c t= 97,5 m 

el rio arrastra a la canoa x = 23,4m = v r £ 

dividiendo las dos anteriores 


97,5 _ 5 
23^“v^ 


v r = 1,2m/ s 


b) Vj = v c + v r = 5 + 1,2 = 6,2 m/s 
=> xj = 6,2 x 60 =372 m 
V 2 =V C ~V r =5-1,2 = 3,8 m/s 
=> x ? = 3,8 x 60 =228 m 


Ejemplo 47. Un bote de remos se dirige 
perpendicular a la orilla de un rio. Los remos 
pueden propulsar el bote con una velocidad de 3,0 
m/s con respecto al agua. El rio tiene una corriente 
de 4,0 m/s. 

(a) Construya un diagrama en el cual las dos 
velocidades se representen como vectores. 

(b) Encuentre el vector que representa la velocidad 
del bote con respecto a la orilla. 

(c) ^Que angulo forma este vector con la direccion 
en la cual el bote esta senalando? 

(d) Si el rio tiene 100 m de ancho, determinese cuan 
lejos rio abajo del punto del lanzamiento el bote 
llega al orilla opuesta. 

Solucion. 

Solucion: 
a) Diagrama. 


b y c) La velocidad del bote con respecto a la orilla 
-» —» 

CS V neta — Vg + Vg . 

Como Vg y V R son perpendiculares, tenemos 


= «t|3 2 +4 2 = 5m/s. 

El angulo (p mostrado en la figura se determina por 


V» 

tan cp - — . 

Para las velocidades dadas encontramos (p — 53,1° . 
El bote se mueve a lo largo de una linea dirigida 
53,1° rio abajo. 



d) Haciendo D = distancia rio abajo, tenemos 

D v R 4 

-= — = — , tal que D = 133 m. 

100 Vg 3 

Ejemplo 48. Un submarino de propulsion 
convencional (Diesel) sufrio un incendio en el 
Atlantico norte despues de salir de Inglaterra. 

Debido a un huracan no era posible enviar barcos ni 
aviones para ayudar al submarino diesel. La marina 
decidio enviar un submarino de propulsion nuclear 
para ayudar al de propulsion Diesel. El submarino 
diesel se encuentra al Sur a 500 km de distancia del 
submarino nuclear (ver figura). La rapidez del 
submarino nuclear respecto al agua es de 54 km/h. 
Ademas, hay una corriente marina de 36 km/h que 
se mueve al NE formando un angulo de 30° respecto 
al norte. (Asuma que el eje x es el eje DE, y el eje y 
es el NS). 

a) Si V es el modulo de la velocidad del submarino 
nuclear visto desde tierra, escriba en forma vectorial, 
usando el sistema de coordenadas x -y, la velocidad 
del submarino nuclear respecto a tierra para que 
llegue al submarino diesel y la velocidad de la 
corriente marina con respecto a tierra. 

b) Halle la velocidad del submarino con respecto a la 
corriente de agua. 

c) Calcule el modulo de la velocidad V 

d) Halle el tiempo en el cual los marineros son 
rescatados. 



V r 


Direccion 
de flnjo 
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N 


Nuclear 
-Fl 


Conientes 

Marinas 


a) /,A que distancia del poste contada a lo largo de la 
via, y a que distancia de esta chocara el cuerpo con 
el suelo? 

b) Realicese un esquema de la trayectoria seguida 
por el cuerpo 


Dato: la altura inicial del objeto sobre el suelo es de 
2,45 m 


Diesel 


s 

Solucion. 

a) Si V es el modulo de la velocidad del submarino 
nuclear visto desde tierra, escriba en forma vectorial, 
usando el sistema de coordenadas x-y, la velocidad 
del submarino nuclear respecto a tierra para que 
llegue al submarino diesel y la velocidad de la 
corriente marina con respecto a tierra. 



Velocidad dei 
submarino 
respecto a! rio 


} 


SR 


Velocidad dei 
submarino 
respecto a tierra 


i 


^ST 



Solucion. 


Velocidad del tren 


= 108 


km 

IT 



Velocidad de la piedra v x = 36 


km 

IT 


= 10 


m 


s 


g 



b) Halle la velocidad del submarino con respecto a la 
corriente de agua. 

—^ 

V s r = - 54 sen at - 54 cos a] , 

Vc = 36sen30 °i + 36 cos 30° ] = 18 1 +31,18./ 

_ lO A 18 1 

-54sena + 18 = 0 => sen« = — = - 

54 3 

=> cos a = 0,94 

V S T = (- 54 cos a + 31,18)/ 

= (-50,76 + 31,18)/ 

= 19,18/ 

c) Calcule el modulo de la velocidad V. 

19,18 km/hora 

d) Halle el tiempo en el cual los marineros son 
rescatados. 

_ d _ 500 
~ V ~ 19,18 

= 26 horas 

Ejemplo 49. Desde el interior de un tren que viaja a 
108 km/h, un nino lanza un objeto por una ventana 
con una velocidad de 36 km/h, horizontalmente y 
perpendicularmente a la marcha del tren, justo en el 
momento en que pasa en frente de un poste 
indicador. 


a) El movimiento de la piedra lanzada esta dada por 
las ecuaciones: 

jc = 10f, y = m, z = 2,45-/-lO^ 2 

Cuando la piedra llega al suelo z = 0 

z = 0 = 2,45 -2l0? 2 => t = 0,7s 
2 

Distancia del poste medida desde la via: 

y = 30^ = 30(0,7) = 21m 

Distancia de la via al punto de caida: 

jc = 10* = 10(0,7) = 7m 

b) 



25 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com 

















www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Movimiento en un piano y en el espacio 


Hugo Medina Guzman 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. La velocidad de la corriente de un rio aumenta en 
proporcion a la distancia de la orilla y alcanza su 

valor maximo v 0 en el medio. Cerca de la orilla la 

velocidad es cero. Un bote que navega en el rio tiene 
una velocidad u relativa al agua, constante y 
perpendicular a la corriente. 

a) Encontrar la distancia que fue arrastrando el bote 
al cruzar el rio de ancho C. 

b) Determinar la trayectoria del bote 

Respuesta. a) d = C —— 

2 u 


b) n -n =840/ +3 6y, / = 12 

6. Las posiciones de dos particulas Pi y P 2 estan 
dadas por r i = (5 + 3t + 2 t 2 , 
ri = (/ + 5 / 2 )?. 

a) ^En que instante chocaran las dos particulas? 

b) ^Cual es la diferencia de velocidades en ese 
instante? 

Respuesta: a) t = 2 b) 8 


2. Un automovilista entra en una curva de 150 m de 
radio, una velocidad de 72 km/h. Accionando los 
frenos hace disminuir su velocidad de modo 

2 

uniforme a razon de 1,5 m/s . 

Determinar el modulo de la aceleracion del 
automovil cuando su velocidad es de 63 km/h. 

2 

Respuesta: 2,53 m/s 

3. Las ecuaciones parametricas del movimiento de 
una particula son x = R COS COt , y = 7?sen&> t , 

z = vt . R, co, v son constantes. 

Probar que se trata de un movimiento uniforme, 
dibujar la trayectoria. 


7. El movimiento de una particula esta defmido por 
el vector posicion 

r = Rsenb ti + Ct j + Rcosb 1 k . Determinar. 

a) La velocidad y aceleracion de la particula. 

b) La trayectoria de la particula. 

c) El radio de curvatura. 

Respuesta. a) v = Vc 2 + R 2 b 2 , a = Rb 2 , 

c 2 

b) Helicoide, c) 0 = R H-— 

Rb 2 

8 . El movimiento de una particula esta defmido por 
el vector posicion 


Respuesta: Movimiento helicoidal con velocidad 
angular oo y subiendo con velocidad v. 

4. Dadas las ecuaciones parametricas de un 
movimiento x = Asenco t , y — A cos co t , 

a) Escribir la ecuacion del movimiento. 

b) La ley horaria 

c) La trayectoria 

/V /V 

Respuesta. a) r = Asenco t i + A cos co t j , b) 
s = coAt, c) x 2 + y 2 = A 2 

5. Dos objetos se mueven en el piano xy de acuerdo 

a r \ — (4/ + 3/ + 228j/ + (2/ + 12y 

r 2 = (& 2 +1 It- 444)- + (5 1 - 24 )j 
respectivamente. 

a) ^Cuales son la velocidad y aceleracion de cada 
objeto? 

b) ^Donde y cuando chocan? 

Respuesta. 

a) vi = (8/ + 3)/ + 2j , a\ = 8 i 
v 2 = (l6/ + ll)/ + 5j , a\ = 16/ 


r = 0,lsen;r /1 + 0,25cos2^ / y , r en metros y t 
en segundos: 

a) Determinar la velocidad y aceleracion para t = Is. 

b) Demostrar que la trayectoria de la particula es una 
parabola. 

Respuesta. a) v = —0,1 n i m/s, a = 0 
b) y = 0,025 - 5x 2 

9. La aceleracion de un cuerpo es: 

a = ( 3 / +2 j + ^)cm/s 2 

a) Si el cuerpo parte del reposo ^Cual es su 
velocidad despues de 3 segundos? 

b) ^Cual es su posicion despues de 10 segundos? 

c) ^Cual es su rapidez media durante los primeros 10 
segundos? 

Respuesta. a) ( 9 / +6 j + 3^jcm/s 

b) (l50/+100y+ 50^)cm 

c) 18,71 cm/s 

10. Si una particula que se mueve sobre una 
trayectoria curva tiene una aceleracion total en un 

momento dado a = (3 1 + 2n)dcn/s 2 . Hallar: 
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a) La aceleracion tangencial. 

b) La aceleracion centripeta. 

c) El modulo de la aceleracion total. 

d) El angulo (p que la aceleracion total forma con la 

tangente a la curva. 

Respuesta: a) a t — 3 cm/s 2 

b) a c — -4 cm/s 2 

c) a = 5cm/s 2 
d )<p= 53,1° 

11. Dos cuerpos se lanzan simultaneamente desde un 
mismo punto con la misma rapidez inicial pero en 
distintas direcciones, uno verticalmente hacia arriba 
y el otro formando un angulo 6 = 60° con la 
horizontal. Conociendo que la rapidez inicial de 
ambos cuerpos es v 0 = 25 m/s, ^a que distancia se 
encontraran cuando hay an pasado 1,7 s? 

12. Una particula se mueve en un piano de tal suerte 
que su radio vector con respecto a un punto fijo 
barre angulos iguales en tiempos iguales mientras 
que la distancia al punto fijo es variable con el 
tiempo. Escriba las componentes radial y tangencial 
de la velocidad y la aceleracion de la particula 
mostrando explicitamente cualquier cantidad que se 
mantenga constante durante el movimiento. 

13. Un tren pasa por una estacion con una velocidad 
de 30 km/h. En el instante en que la locomotora pasa 
junto al guardagujas este lanza una bolsa a uno de 
los ingenieros de maquinas. Sabiendo que la rapidez 
inicial con que el guardagujas lanzo la bolsa fue de 
45 km/h 

a) ^Cual tendra que ser el angulo de lanzamiento 
para lograr el objetivo?. 

b) Describa la trayectoria de la bolsa en el sistema 
de referenda del maquinista. 


particula 1 con aceleracion constante a — aj , y la 
particula 2 con aceleracion angular constante a , en 
sentido contrario al movimiento de las agujas de un 
reloj, describiendo una circunferencia de radio R , 
como se muestra en la figura. Determine en funcion 
de a y R : 

a) El tiempo que tardan en encontrarse, suponiendo 
que lo hacen sobre el eje de las ordenadas, antes que 
la particula 2 complete una vuelta completa. 
Encuentre el valor de CC que hace esto posible. 

b) Halle los vectores velocidad y aceleracion de las 
dos particulas para el instante del encuentro. 



16. Un nino hace girar uniformemente una piedra en 
un circulo horizontal por medio de una cuerda de 1 
m de longitud. El nino se encuentra sobre un 
monticulo de tal forma que el piano del movimiento 
se encuentra a5mde altura sobre el suelo. La 
cuerda se rompe y la piedra sale disparada 
horizontalmente, golpeando el suelo a 3 m de 
distancia. ^Cual fue la aceleracion centripeta de la 
piedra mientras estaba en movimiento circular? 



14. Un arquero esta en una colina cuya pendiente 
forma un angulo CC con la horizontal. Si el arquero 
dispara la flecha segun una direccion /? respecto a 

la colina y con velocidad v 0 , encontrar la distancia, 

medida a lo largo de la colina, a la cual caera la 
flecha. 



15. Dos particulas se encuentran inicialmente en 
reposo en las posiciones que muestra la figura. 
Ambas comienzan a moverse al mismo tiempo, la 


17. Desde un sistema de referencia situado en el 
suelo, con eje horizontal x y vertical y, se observa el 
movimiento de un objeto sometido a una aceleracion 

a = —2i —6 j (m/s). Si en el instante inicial el 
objeto se encontraba en el punto P = (-3, 2) (m), 
moviendose con una velocidad v^ =0 ) = 3j (m/s): 

a) Obtenga la ecuacion explicita de la trayectoria del 
objeto. 

b) Determine el instante en el que la velocidad y la 
aceleracion son perpendiculares. 

c) Calcule las coordenadas del punto mas alto de la 
trayectoria. 

d) Calcule el tiempo que tardo el movil desde que 
salio del punto P hasta que llego al suelo. 

18. La figura muestra una cuenta p que desliza por 
un alambre piano en forma de parabola. La ecuacion 
de la parabola es y = x 2 /b, donde b es una constante 
positiva con dimensiones de longitud. Llamaremos a 
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al angulo entre la tangente a la curva y el eje x. en el 
punto donde se encuentra la cuenta. 

a) Halle tan a en funcion de la coordenada x de P. 

b) Suponga que la cuenta tiene rapidez v y se mueve 
hacia la derecha. Halle las componentes x e y de la 
velocidad de la cuenta en funcion de y y de la 
coordenada x de P. 

Ayuda: recuerde que el vector velocidad es tangente 
a la trayectoria. 



Respuesta. 


a) 


tan a = 


2x 

b 


b ) 


bv 

\b 2 + 4x 2 


2xv 

4^+ 4x 2 


19. Un ascensor parte del reposo y desciende con 
aceleracion constante de 1 m/s 2 respecto a Tierra. 
Dos segundos despues de iniciarse el descenso se 
cae la lampara del techo del ascensor. La distancia 
del techo al piso del ascensor es de 2 m. Defmimos 
el referencial del ascensor como aquel con origen en 
su techo y direccion y positiva apuntando hacia 
abajo. 

a) Halle los vectores aceleracion, velocidad y 
posicion de la lampara respecto al ascensor. 

b) Determine el tiempo que tarda la lampara en caer. 

c) Encuentre la distancia recorrida por el ascensor 
mientras cae la lampara. 

Respuesta. 

Todas las unidades estan expresadas en el sistema 
MKS. L indica lampara, A ascensor y T Tierra. 
a) Tomaremos como t = 0 el instante para el cual se 
desprende la lampara. 

-> -> -» -> 

ClLA = dLT-ClAT = 9] , VLA = 9 tj , 


Vla 


9 

2 


t 2 J 


9 2 o 

b ) ~ 2 


c) D = 


14 


=^> t = 


2 

3 


20. Los instrumentos de un aeroplano en vuelo 
horizontal indican que se dirige hacia el Este con 
una rapidez de 300 km/h respecto al aire. En Tierra 
se observa que el aeroplano se encuentra en medio 
de una corriente de aire que sopla hacia el Norte con 
rapidez de 60 km/h. Halle la velocidad y rapidez del 
avion respecto a Tierra. 


Respuesta. 

Llamaremos £ y £ a los vectores unitarios en 
direccion Este y Norte respectivamente. 

V = (300^ + 607^) km/h, V = 6CK 26 km/h. 

21. Un hombre guia su automovil bajo lluvia a una 
velocidad constante respecto a Tierra de modulo y 
direccion. Mientras conduce el hombre observa que 
la trayectoria de cada gota es una linea recta que se 
aparta un angulo a de la vertical y al detenerse 
observa que la lluvia cae verticalmente y 
practicamente con velocidad constante. Halle el 
vector velocidad de las gotas de lluvia respecto al 
auto en movimiento y respecto a Tierra (tome 
vertical hacia arriba). 

Respuesta. 

v A 

V gota,Tierra — J ? 

tan a 
_ v 

V gota,Auto — J VI 

tan a 

22. Un vagon de ferrocarril motorizado va cuesta 
abajo sobre un piano inclinado un angulo 

a . La distancia entre el techo y el piso del vagon es 
Hy su aceleracion respecto a Tierra es constante y 

-» 

vale a = ai , ver figura. Un pasajero del vagon 
observa que una lampara, situada en el centro del 
techo del vagon, se desprende y choca con el piso en 
el punto O (en el extremo inferior del vagon). 

a) Halle la aceleracion de la lampara respecto a 
Tierra y respecto al pasajero del vagon. Exprese sus 

resultados en terminos de los vectores unitarios i y 

J- 

b) Escriba las componentes cartesianas de la 
velocidad y posicion de la lampara segun el pasajero. 
Tome el origen en el punto o solidario al vagon y 
llame L a la longitud del vagon. 

c) Halle el tiempo que tarda la lampara en caer y la 
longitud L del vagon. 

d) Determine la ecuacion de la trayectoria de la 
lampara, y = y(x) , segun el pasajero. ^Que clase 
de curva es la trayectoria de la lampara vista por el 
pasajero y vista desde Tierra? 



Respuesta. 

Los subindices L,P y Thacen referencia a la 
lampara, al pasajero y al referencial inercial de 
Tierra respectivamente. 
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a ) a lt = g(sen6l -cos Of), 

<2lp = (gsen# - a)i - g cos 6 j 

b) = (gsen# - a) 1 5 v =-g cos 6 1 

x = ^(gsen#-a)t 2 - ^ , 

1 9 

y = — gcos#t +// 

2 6 

2// r 2//(gsen/9-a) 

c) t = , L = - 

\ g cos 6 g cos 6 

d) Vista por el pasajero la trayectoria es una linea 
recta de ecuacion 


gsen#-a 

Vista desde Tierra la trayectoria es una parabola. 

23. La corriente de un rio fluye de Este a Oeste con 
rapidez constante V = 2 m/s respecto a Tierra. Un 
bote atraviesa el rio y de acuerdo a sus instrumentos 
de a bordo se mueve respecto al rio dirigiendose al 
Norte con rapidez constante =10 m/s. Respecto al 
bote un pasajero se desplaza sobre la cubierta en 
linea recta desde el punto A hasta el punto G con 

una rapidez constante v x = 10 m/s. Suponga que BA 
= 4 m y apunta hacia el Norte y BC = 3 m y apunta 
hacia el Este. 

a) Halle el vector unitario ft que apunta de A a C y 
las velocidades del bote y del pasajero respecto a 
Tierra. 

b) Halle el tiempo que tarda el pasajero en ir de A 
hasta C. ^Que distancia recorre el bote en ese tiempo 
segun un observador en Tierra? 


24. El aro de la figura tiene radio R y rueda sobre 
una superficie horizontal fija a Tierra. 

El aro gira en sentido horario mientras su centro e se 
mueve hacia la derecha con rapidez 
V respecto a la superficie. Considere un observador 
con origen en C (se traslada con el aro) 
y que no rota respecto a Tierra. Suponga que todos 
los plintos del aro tienen rapidez V respecto al 
observador (se dice entonces que el aro rueda sin 
deslizar). 

En la figura se han marcado cuatro puntos para un 
cierto instante. El punto A es el punto mas alto del 
aro, el B el mas bajo, el D el punto del extremo 
izquierdo y el E con un radio vector que forma un 
angulo 6 con la vertical. 

a) Halle la velocidad angular w del aro. 

b) Halle los vectores velocidad de los puntos A, B y 
D respecto a la superficie. 

c) Halle el vector velocidad del punto E respecto a la 
superficie y diga para que angulo 6 su modulo es 
igual a V. 



Respuesta. 

a) La rapidez de cualquier punto del aro respecto a C 
es V = Rco , luego co — VtR. 

b) f A =2Vi,v B =o,r D = vi+vj 

c) V E = V{\ - cos 6)1 + Vsend j , \V E \ = V 
=> 6 = ±60° 


J 

N 

O- 

s 


E 



Oiilla 

Respuesta. 

Las letras b, p y T designaran respectivamente el 
bote, pasajero y Tierra. 

a) ll =-, V b,r = (— 2 1 —10 j) m/s, 


V p,T = (4f -2j) m/s. 

b ) t = —s, d = 26m 
2 


25. Para conocer la rapidez de un avion es necesario 
determinar cuanto tiempo toma volar en un rizo 
cerrado de longitud conocida. ^Cuanto tiempo 
tomara al avion volar alrededor de un cuadrado de 
lado a , con el viento soplando con una velocidad w?, 
en dos casos: 

a) la direccion del viento coincide con uno de los 
lados del cuadrado; 

b) la direccion del viento coincide con la diagonal 
del cuadrado? 

Sin viento la rapidez del avion es v, mayor que u. 

Respuesta, 



t 2 = 


4aVv 2 -m 2 /2 


26. Un hombre que viaja en un camion intenta 
golpear un poste con una piedra, y cuando pasa 
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frente a el arroja la piedra con una velocidad 
horizontal de 20 m/s respecto al camion. Sabiendo 
que la velocidad del camion es de 40 km/h, Calcular: 

a) la direccion en que debe lanzar la piedra. 

b) la velocidad horizontal de la piedra respecto al 
suelo. 

Respuesta. a) 56,3° con relacion a la direccion 
trasera del camion 

b) 16,63 m/s 

27. El piloto A esta volando con un avion con una 
velocidad de 150 km/h, sobrevolando al piloto B, 
cuyo avion vuela a 135 km/h, 300 m por debajo Con 
el mismo rumbo. El piloto A para mandar un 
mensaje a B lo sujeta a una piedra y la arroja a la 
cabina de B. Sin tomar en cuenta la resistencia del 
aire. 

a) iCon que velocidad debera lanzarla respecto a su 
avion cuando B esta directamente debajo de el? 

b) ^Cuando B esta todavia a 300 metros delante de 1? 
Respuesta, a) V = 15 km/h hacia atras; b) V =128 
km/h hacia adelante. 

28. Una particula describe una circunferencia de 
radio R= 0,5 m con una frecuencia de 

10 r pm. Si en to= 0 la particula esta en la posicion A 
moviendose en el sentido horario, calcular: 

a) El periodo T y la rapidez del movimiento 

b) La velocidad media y aceleracion media en el 
intervalo (0; 0,757). 

c) La aceleracion en t =T / 2 



29. Una particula P se mueve con aceleracion 
angular constante sobre una circunferencia de radio 
R =3m. Parte desde el reposo del punto A y 
completa la primera vuelta en un tiempo t = 2s. 
Calcular: 

a) El modulo de la aceleracion angular 

-> -> 

b) La ecuacion r = r (>) • 

c) El tiempo que emplea para llegar a la posicion 
defmida por 6= 3^/2 . 

d) La velocidad lineal en 0= n 



30. Un automovil viaja hacia el Este con una 
rapidez de 50 km/h. Esta lloviendo verticalmente 
con respecto a la Tierra. Las marcas de la lluvia 
sobre las ventanas laterales del automovil forman un 
angulo de 60° con la vertical, calcule la velocidad de 
la lluvia con respecto a: 

a) el automovil y 

b) la Tierra. 


31. La distancia de A a B es i . Un aeroplano vuela 
desde A hasta B y vuelve otra vez con una velocidad 
constante V relativa al aire. Calcular el tiempo, total 
que empleara en realizar el recorrido si el viento 
sopla con una velocidad v en las siguientes 
direcciones: 

a) Sobre la linea que une A y B. 

b) Perpendicular a esta linea. 

c) Formando un angulo 6 con esta linea. 

Demostrar que la duracion del trayecto siempre 
aumenta con la existencia del viento. 

Respuesta. 

^ 2 ^ 

Poniendo 77 = — , los resultados son: 

0 v 


a) 


.2 \ 


1- 


V 


b) 


.2 'N 


V V‘j 


1/2 


c) 



^vsen#y 


1 

2 


32. El bloque deslizante A se mueve hacia la 
izquierda a una velocidad constante de 0,3/ m/s, 
Determinar: 

a) La velocidad del bloque B; 

b) las velocidades de los tramos de cable C y D; 

e) la velocidad relativa de A respecto a D; 

d) La velocidad relativa del tramo de cable C 
respecto al tramo D. 
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Respuesta. 

a) — 0,2 i m/s, b) — 0,2/ m/s, — 0,4 1 m/s, 
c) — 0,1/ m/s, d) 2/ m/s, 
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Capitulo 4. Dinamica de una particula 


INTRODUCTION 

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de 
una particula con respecto a un sistema de referenda 
sin preguntarnos sobre la causa del movimiento. Lo 
describimos simplemente en terminos de los vectores 

-> -a- —» 

r , v y a . 

Nuestra discusion fue geometrica, en este capitulo 
discutiremos la causa del movimiento. Seguiremos 
tratando a los cuerpos como particulas simples. 
Posteriormente trataremos sobre sistemas de 
particulas y cuerpos rigidos. 

EL ORIGEN DEL MOVIMIENTO 

^Que origina el movimiento? /,Que detiene el 
movimiento? ^Se necesita causa para mover las 
cosas? ^Por que un objeto al que se le da un empujon 
pronto se detiene? ^Por que los planetas mantienen su 
movimiento alrededor del sol? 

Aristoteles joven filosofo griego (siglo IV a.c.) decia 
que un cuerpo permaneciera en movimiento era 
necesario ejercer alguna accion sobre el ya que el 
estado natural es el reposo. Esto parece ser razonable, 
cuando dejamos de empujar un cuerpo, este pronto 
alcanza el reposo. Parece ser necesaria una accion 
exterior o fuerza aplicada al cuerpo para mantener el 
movimiento. Sin embargo, observemos esta situacion 
con mayor detenimiento. La figura siguiente muestra 
un bloque de madera sobre un piano. 


Fuerza 


777777777777777777 


Aplicamos una fuerza pequena al bloque, no pasa 
nada. Incrementamos la fuerza y a un valor particular 
el bloque se mueve. Si seguimos incrementando la 
fuerza empujando o jalando mas, el objeto se mueve 
con mayor rapidez, Cuando dejamos de empujar el 
cuerpo rapidamente vuelve al reposo. Sin embargo si 
ponemos ruedas al bloque el resultado es diferente, 
una fuerza muy pequena causa el movimiento. La 
diferencia son las ruedas debido a la friccion. 

Para hacer un estudio libre de la friccion busquemos 
llegar cercanamente a esta condicion, una forma de 
lograr esto es con una mesa neumatica, se sopla aire 
sopla hacia arriba a traves de pequenos agujeros 
manteniendo un disco suspendido sobre un colchon 
de aire. ^Que pasa cuando empujamos un objeto en 
ausencia de friccion? Este se mantiene en 
movimiento a velocidad constante. 



En ausencia de una fuerza resultante, el objeto se 
mantiene en movimiento con velocidad uniforme o 
permanece en reposo. Esta es la PRIMERA LEY 
DE NEWTON DEL MOVIMIENTO 
Ahora podemos pensar acerca de la situacion cuando 
un objeto era empujado sobre un piano. Cuando la 
fuerza era pequena no habia movimiento, pero una 
fuerza deberia causar movimiento; la conclusion es 
que debe haber otra fuerza actuando sobre el cuerpo 
la cual anula justamente el efecto de la fuerza que 
aplicamos. Al incrementar nuestra fuerza, la fuerza 
opuesta tambien se incrementa, hasta que en algun 
valor particular la fuerza opuesta termina de 
incrementarse y comienza el movimiento porque hay 
una fuerza resultante actuando sobre el objeto. La 
fuerza opuesta es la fuerza de Friccion 

^QUE ES FUERZA? En la vida cotidiana se 
considera fuerza a una sensacion comun asociada con 
la dificultad para mover o levantar un cuerpo. En 
Fisica se identifica una fuerza por el efecto que 
produce. Uno de los efectos de una fuerza es cambiar 
el estado de reposo o de movimiento del cuerpo, mas 
concretamente, una fuerza cambia la velocidad de un 
objeto, es decir produce una aceleracion. Cuando se 
aplica una fuerza sobre un cuerpo y no se produce 
movimiento, entonces puede cambiar su forma, aun si 
el cuerpo es muy rigido. La deformacion puede o no 
ser permanente. Entonces los efectos de la fuerza neta 
son dos: cambiar el estado de movimiento de un 
cuerpo o producir una deformacion, o ambas cosas. 
Normalmente sobre un cuerpo pueden actuar varias 
fuerzas, entonces el cuerpo acelerara cuando el efecto 
de la fuerza neta que actua sobre el no es cero. 

Se llama fuerza neta o fuerza resultante a la suma de 
todas las fuerzas que actuan sobre un cuerpo. Si la 
fuerza neta es cero, la aceleracion es cero, el 
movimiento es con velocidad igual a cero (cuerpo 
detenido) o con velocidad constante. Cuando un 
cuerpo esta en reposo o se mueve con velocidad 
constante, se dice que esta en equilibrio. 

Se pueden distinguir dos grandes clases de fuerzas: 
fuerzas de contacto, representan el resultado del 
contacto fisico entre el cuerpo y sus alrededores, por 
ejemplo mover un carro o estirar un resorte; y fuerzas 
de accion a distancia que actuan a traves del espacio 
sin que haya contacto fisico entre el cuerpo y sus 
alrededores, por ejemplo la fuerza con que la Tierra 
atrae a los cuerpos que caen en caida libre. Todas las 
diferentes formas de fuerzas se encuentran dentro de 
esas dos grandes clasificaciones. 
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Para describir el mundo, la fisica contemporanea 
recurre a cuatro interacciones o fuerzas 
fundamentals, que actuan sobre las particulas de 
materia (y sobre las antiparticulas), son vehiculadas 
por unas particulas llamadas vectores de interaccion, 
que son: foton (interaccion electromagnetica), boson 
(interaccion debil), gluon (interaccion fuerte) y 
graviton (interaccion gravitacional). 

1) Fuerzas electromagneticas de atraccion o repulsion 
entre particulas cargadas en reposo o en movimiento, 
explica la cohesion de los atomos, es mucho mas 
intensa que la fuerza gravitacional. 

2) Fuerzas nucleares intensas entre particulas 
subatomicas, responsable de la existencia del nucleo 
atomico asegura la cohesion interna de los 
constituyentes del nucleo atomico, protones y 
neutrones, y es responsable de un gran numero de 
reacciones y de desintegraciones; es la de mayor 
magnitud (10 2 - 10 3 veces la fuerza 
electromagnetica). 

3) Fuerzas nucleares debiles de corto alcance, rige 
algunos procesos radiactivos, establece la estabilidad 
de algunos nucleos, es varios ordenes de magnitud 
(10 12 ) menor que la fuerza electromagnetica. 

4) Fuerza de atraccion gravitacional entre cuerpos 
debido a sus masas, entre otras cosas hace que caigan 
las manzanas y que suba la marea, es la fuerza de 
menor magnitud comparada con las otras. 

Para que el concepto de fuerza sea exacto se debe 
establecer un metodo para medirla. Una fuerza se 
puede medir por el efecto que produce. Por ejemplo 
se puede usar la deformacion que una fuerza produce 
en un resorte, como en la figura. Si se aplica una 
fuerza verticalmente a un resorte y se estira una 
unidad, le asignamos a la fuerza una magnitud 
unitaria F. Se aplica ahora otra fuerza al mismo 
resorte horizontalmente, produciendole un 
estiramiento de dos unidades, la magnitud de la 
fuerza sera de IF. Si se aplican simultaneamente las 

dos fuerzas, el resorte se inclina, y se estira 5 
veces. La fuerza equivalente que produce ese 
estiramiento del resorte es la suma vectorial de F y 
IF. Es decir, la fuerza es un vector. 



El instrumento para medir fuerzas se llama 
dinamometro , es un resorte que se estira sobre una 
escala. Si se aplica una fuerza de una unidad sobre el 
dinamometro, el resorte se estira hasta que ejerce una 
fuerza igual y contraria a la aplicada. En la escala se 
mide el alargamiento del resorte y se le asigna una 
unidad de fuerza. De esa manera se calibra el 
dinamometro y se usa para medir fuerzas, por 
ejemplo se aplica una fuerza sobre el dinamometro y 


si se estira 2,5 unidades, entonces la fuerza aplicada 
es 2,5 veces la unidad de fuerza. 

Este procedimiento es valido para pequenos 
alargamientos del resorte, ya que si la fuerza es muy 
intensa, se puede deformar y no volver a su forma 
original. 

CAMBIO DE VELOCIDAD 

Nuestro siguiente problema es encontrar una relacion 
entre la fuerza y el cambio en el movimiento 
producido por esta. 

Para esto necesitamos lo siguiente: 

1. Un carro muy ligero que pueda mo verse sin 
friccion sobre una superficie horizontal. 

2. Una fuerza constante. Esta podemos obtenerla 
mediante un resorte (Si mantenemos un resorte 
estirado una misma longitud, la fuerza que la estira es 
constante). 


/T3 


& constante 

HP- 


V777777777777777777777OT7OT777777/ 


3. Un registrador de tiempo. El movimiento del carro 
puede estudiarse si una cinta de papel atada a este 
pasa a traves del registrador que produce marcas en la 
cinta a intervalos de tiempo regulares. 




La figura siguiente muestra la cinta de papel 
producida por una fuerza constante. 


Borde imcial de ia cinta 



Con los datos obtenidos en esta experiencia se realiza 
el grafico distancia - tiempo y se obtiene una curva. 
Con los datos tambien se puede obtener la velocidad 
media en cada intervalo de tiempo. El grafico 
velocidad - tiempo es una linea recta que indica que 
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el movimiento es con aceleracion constante. De aqui 
podemos concluir que una fuerza constante produce 
una aceleracion constante. 



Si duplicamos la fuerza usando dos resortes iguales 
estirados la misma longitud, como se muestra en la 
figura. 


2 a 


ZlfZZZfZZZffZZZfZ* 


2 F 

HP 


3a 


3 F 


ZZ/ZZZ/ZZZ/ZZZ/ZZs 


Duplica la fuerza y produce el doble de aceleracion. 
Si triplicamos la fuerza se obtiene una aceleracion de 
valor triple. 

Concluimos que la aceleracion a del cuerpo es 
directamente proporcional a la fuerza. 
a oc F 


Podemos escribir esto como F = ma , donde m es la 
constante de proporcionalidad. A esta constante la 
llamaremos MAS A. 

Para una determinada fuerza a mayor constante m la 
aceleracion es menor. A mayor valor de la constante 
es mas dificil acelerar el cuerpo. 

Para conocer que factores cambian esta constante 
realicemos el siguiente experimento: en lugar de usar 
un solo carro jalado por el resorte estirado usemos 
dos carros uno sobre otro y luego tres carros como se 
muestra en la figura 


tf /2 


fl/3 


L 


L 


I jj -TJMSifiJifiH L 


L 


jj — Q”^" 
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La aceleracion que se obtiene con los carros es igual a 
la mitad y con tres es igual a un tercio. Como el valor 
de F es igual en todos los casos, quiere decir que la 
constante con dos carros es igual a 2m y con tres 
carros es 3m. 

Como la aceleracion es una cantidad vectorial la 
fuerza tambien lo es y tiene la misma direccion que la 
aceleracion, pero un modulo m veces mayor, de modo 
que la relacion anterior puede escribirse en la forma 


F = ma 

Fuerza = masa x aceleracion. 

Esta expresion constituye la SEGUNDA LEY DE 
NEWTON DEL MOVIMIENTO. 

La fuerza que actua sobre un cuerpo es igual al 
producto de la masa del cuerpo por la aceleracion que 
le imprime. 


UNIDADES DE FUERZA Y MASA 

La relacion F = ma nos da una relacion entre 
fuerza, masa y aceleracion. En el sistema 


internacional (S.I.) la unidad de aceleracion es m/s. 
^Cuales son las unidades de fuerza y de masa? Como 
son dos cantidades que se relacionan solo tenemos 
que especificar un estandar para una de ellas. 

El sistema internacional adopta como unidad una 
pieza de material llamado KILOGRAMO, cuyo 
simbolo es kg. El kilogramo es la masa un prototipo 
de platino iridiado sancionado por la Conferencia 
General de Pesas y Medidas realizada en Paris en 
1889 y depositado en el pabellon de Breleuil en 
Sevres. 

La unidad de fuerza es el newton, cuyo simbolo es N 
y se define asi: 

El newton la fuerza que produce una aceleracion de 
un metro por segundo al cuadrado a una masa de un 
kilogramo. 



Otros sistemas: 

MKS: igual al S.I. 

CGS: Masa —» gramo (g), 1 g = 10" 3 kg 
Aceleracion —» cm/s 2 
Fuerza —» dina = g.cm/s 2 

Ingles tecnico: En este sistema la unidad fundamental 
es la unidad de fuerza. 

Fuerza -A libra (lb), 1 lb = 4,45 N 
Aceleracion —» pie/s 2 
Masa —» slug = lb58 
s 2 /pie 

PESO DE UN CUERPO. El peso de un cuerpo es la 
fuerza de atraccion que ejerce la Tierra sobre el 
cuerpo. Un cuerpo de masa m sometido a cierta 
fuerza cae con la aceleracion de la gravedad g, el 
peso P de este cuerpo es 
-» 

P = mg 


.. P = mg 

Su direccion es hacia abajo (hacia el centro de la 
Tierra). Como el peso es una fuerza debe medirse en 
Newtons. 

Debido a que la aceleracion de la gravedad varia de 
un lugar a otro de la Tierra, el peso de un cuerpo es 
diferente en lugares distintos, sin embargo la masa de 
un cuerpo es la cantidad fija que no depende del lugar 
donde esta situado el cuerpo, 

Aunque el peso de un objeto varia de un sitio a otro, 
esta variacion es demasiado pequena para ser 
observada en la mayor parte de las aplicaciones 
practicas, por esto, el peso de un cuerpo parece ser 
una caracteristica constante al igual que su masa. Este 
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hecho ha conducido al empleo ordinario de otras dos 
medidas: 

KILOGRAMO FUERZA, es el peso de un Kilogramo 
masa. 

1 kgf = 9,8 N 

LIBRA MASA, es la masa de un cuerpo que pesa una 
libra. 

1 libra masa = 0,454 kg. 

Estas unidades son practicas pero incorrectas y no 
deben ser usadas en Fisica. 


ACCION Y REACCION. 


Hagamos una observacion mas detallada cuando 
j alamos el carro con un resorte estirado una 
determinada longitud. 

Fuerz; a sobre 
el Cairo 



m- 


t ////f//Ji/////////////// l 


Para que el resorte este estirado es necesario jalarlo 
por los dos lados. Se necesitan fuerzas en sentidos 
opuestas y en cada extremo del resorte. 

Cuando jalamos el carro, una fuerza actua sobre el 
carro y una fuerza en sentido opuesto actua sobre 
nuestra mano. ^Cuales son las magnitudes de estas 
fuerzas? 


Fuerza Fuerza 

7777 

Con el objeto de dar respuesta a esta pregunta 
pongamos dos resortes iguales al primero y jalemos 
de tal manera que el carro adquiera la misma 
aceleracion que antes, esto quiere decir, por la 
segunda ley de newton que siendo la misma masa m 
estamos aplicando la misma fuerza (F = ma) que 
antes y observamos que los resortes estiran la misma 
longitud, lo que quiere decir que la fuerza sobre la 
mano es igual a la fuerza sobre el carro. 



///7///////////////y 



| | Resortes iguales 


Esto constituye la TERCERA LEY DE NEWTON 
DEL MOVIMIENTO. 

Si un cuerpo ejerce una fuerza sobre un segundo, este 
ejerce una fuerza igual y opuesta sobre el primero. La 
fuerza ejercida por el primer cuerpo sobre el segundo 
es la ACCION, la fuerza igual y opuesta actuando 
sobre el primero es la REACCION, 

Expresado en simbolos, es: 


F sobre 2 debido a 1 — F sobre 1 debido a 2 

Fuerza de contacto de un cuerpo a otro con un cambio 
de direccion o sin el 

A continuacion presentamos algunos casos tipo de la 


aplicacion de las leyes de Newton. 

APLICACIONES DE LAS LEYES DE NEWTON 

Cuando estudiamos Cinematica, encontramos las 
relaciones entre desplazamiento, aceleracion y 

->■ 

tiempo. Por ejemplo, conociendo la aceleracion a 
las condiciones tales como posicion inicial, velocidad 
inicial, es decir la posicion y la velocidad en el 
tiempo que llamamos inicial (t = 0), podemos conocer 
la velocidad y posicion para cualquier tiempo. Las 
condiciones iniciales las tenemos pero la aceleracion, 

^de donde? Para esto tenemos F = m a , todo lo que 
tenemos que hacer es conocer las fuerzas sobre el 

-> 

cuerpo y su masa, y entonces podremos encontrar a . 
La mejor forma de estar seguros que comprendemos 

-> —>■ 

el significado de F = M a , q s hacerlo con algunos 
problemas que involucran las leyes de Newton. Para 
resolver un problema sugerimos cuatro pasos a 
seguir: 

1. Dibujar un esquema del sistema 

2. Identificar el cuerpo a cuyo movimiento se refiere 
el problema. 

3. Dibujar otra figura con solamente el objeto en 
particular manteniendo el marco de referenda poner 
todas las fuerzas que actuan sobre el objeto mediante 
flechas. Esto se conoce como DIAGRAMA DEL 
CUERPO LIBRE (DCL). Si se comete una 
equivocacion todo lo demas fallara, por eso es 
conveniente hacerlo bien. Una mejor forma de 
comenzar es poner la fuerza de gravedad primero y 
luego preguntarse: 

“/,Que toca al cuerpo?”, la accion de tos resortes, 
cuerdas, manos y otros objetos, todos deben ser 
considerados. Asi como tambien las fuerzas que 
actuan sin tocar el cuerpo, como la fuerza electrica, 
magnetica de las cuales no nos preocupamos en este 
curso. 

4. Finalmente, aplicar la segunda ley de Newton a 
cada componente de fuerza y aceleracion. 

-» -> 

F =ma 

2X =ma x ’ 2X = ma y’Tj F z =ma f 
y ahora resolver para la aceleracion. 

En algunos de los problemas que se presentan mas 
frecuentemente, las acciones se producen por fuerzas 
sin contacto; en otros se usan cuerdas y varillas como 
medios de conexion. Cuando las masas de estos 
medios de conexion son despreciables su unico efecto 
es el de transmitir 

ESTATICA DE LAS MASAS PUNTUALES. 

Los sistemas en los cuales todas sus partes satisfacen 
la primera ley son llamados sistemas estaticos, es 
decir si la suma vectorial de todas las fuerzas que 
actuan es nula, el cuerpo esta en equilibrio y 
permanece en reposo, o si esta en movimiento, se 
mantiene con velocidad constante 


4 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 











www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com 


www.miacademial.blogspot.com 


Dinamica de una particula 


Hugo Medina Guzman 


La condicion de este equilibrio es 

I? = 0 

y en componentes cartesianas: 

E F x=°.S^=°.Z^=°- 

Las fuerzas son ejercidas sobre el objeto o sistemas 
por. Medios exteriores al sistema. 

Ejemplo 1. La Fuerza gravitacional Dado que la 
aceleracion de un cuerpo en caida libre en la tierra es 
g, ^cual es la fuerza de la gravedad? 

Solucion. 

Como este movimiento es en una sola dimension, 
consideramos que este se realiza en el eje z, tal que 

a = -gk 

Segun la Segunda Ley de Newton 

—> —> ^ 

F =m a = -mgk 

'L F ,=°’'L F ,=°-'L F -. =-"«■ 

Siendo esta la respuesta que ya conociamos. 

Ejemplo 2. El dinamometro. El dinamometro es un 
instrumento que se utiliza para medir las fuerzas. 
Consta de un resorte con una escala que indica su 
estiramiento, la cual esta graduada en Newtons. 
Cuando lo utilizamos para pesar se dispone como lo 
muestra la figura. 

////////////// 


////////////// 

Vh 

1 T 2 


u 


mg 

Diagrama del cuerpo libre (DCL) 

Aplicando la condicion de equilibrio de la masa m 

T x - mg = 0 

Luego => T { = mg 

Si despreciamos la masa del dinamometro, tenemos 
que: 

T l -T 2 =0yT l =T 2 

El dinamometro indica en la escala la fuerza 

T 2 = mg 

Ejemplo 3. Se tiene los dispositivos mostrados en la 
figura. ^Cuanto indica el dinamometro de la figura (a) 
y cuanto el dinamometro de la figura (b)? 


m 


Se suspende la masa m , el resorte del dinamometro se 
estira hasta que alcanza el equilibrio estatico. 


CL - 7£ 


□ 

L 


7777777777777777777777777 

(a) 



(b) 


Solucion. 

a) El diagrama de cuerpo libre de la figura (a) es 
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n 

n 




\ r 3 




t 2 t 2 




□ 


Ti 

Ti 


mg 


Empezando por la derecha 
T x - mg — 0 =^> T x = mg 
La figura siguiente muestra la polea 



Para que el trozo de cuerda este en equilibrio 

j} = 0 

Descomponiendo las fuerzas sobre el trozo de cuerda 
en los ejesx ey. 

Como la cuerda se considera sin masa la suma de 
fuerzas a lo largo del eje x es 

T x cos 6 -T 2 cos 0 = 0 =^> T x =T 2 

En el dinamometro, considerandolo de masa 
despreciable. 

T,-T,=0 => T 2 =T s 

En la polea de la izquierda 

T = T 

1 4 1 3 

En la masa de La izquierda 

Y,F = 0 

T A - mg = 0 => T A = mg 

Como conclusion todas las tensiones son iguales a 
mg 

T 4= T 3= T 2= T 1= m § 

El dinamometro es tensionado por la fuerza T x , y su 
indicacion sera: 

T x =mg 

b) El diagrama de cuerpo libre de la figura siguiente 
es 



h 


h t 2 




Ti 

Ti 




En la masa 

T x - mg = 0 T x = mg 

En la polea 

T = T 

En el dinamometro 
T l= T 2= T l= ™g 

El dinamometro es tensionado por la fuerza T y y su 
indicacion sera 
T x = mg 

Como se puede ver esta situacion es completamente 
analoga a la anterior, solo que hemos sustituido una 
de las poleas por la pared. 

Ejemplo 4. Un cuerpo de masa m se sostiene por 
medio de cuerdas como se muestra en la figura. 
Encontrar las tensiones r b T 2 en las tres cuerdas. 



Solucion. 



71 


Tomando un sistema de ejes horizontal y vertical 
como el mostrado en la figura tenemos: 

T x = -mgj 

T 2 = T 2 cos 0 i + T 2 SQnO j 

/V 

T 3 = -T 3 cos ai + T 3 sena j 
Con YF = 0 



T t + T 2 + T 3 - 0 

Obtenemos: 

^F x =T 2 cos 6 -T 3 cos <2 = 0 

= T^sen# + r 3 seru 2 - mg = 0 
Resolviendo estas dos ecuaciones 
_ mg cos cc _ mg cos6^ 

2 sen (0 + a)’ 3 sen (0 + a) 

Ejemplo 5. Un bloque de 50N de peso se ubica sobre 
un piano inclinado en un angulo a de 30° con la 
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horizontal. El bloque se sujeta con una cuerda ideal 
que se encuentra fija en la parte superior del piano 
inclinado, como en la figura. Estudiar el 
comportamiento mecanico del bloque. 



Solucion. 

El D. C. L. del cuerpo: 



Fuerza de atraccion de la Tierra, que es su peso mg. 
Fuerza de la cuerda que lo sostiene, que es la tension 
T 

Fuerza que el piano ejerce sobre el cuerpo, que es la 
normal N 

Como el sistema esta en equilibrio, se aplica la 
primera Ley de Newton: 

= 'ZF,=0, TF t = 0 

Del diagrama de cuerpo libre se obtiene: 

^ F x : - T + mgsena = 0 

^F y : N - mgcosa = 0 

Despejando Ty N, y reemplazando los valores 
numericos, se obtiene: 

T = mgscna = 50sen30° = 25 N 
N = mgcosa = 50cos30° = 43,2 N 

DINAMICA CON FRICCION 
DESPRECIABLE. 

Los sistemas en los cuales todas sus partes satisfacen 
la primera ley son llamados sistemas estaticos, es 
decir si la suma vectorial de todas las fuerzas que 
actuan no es nula y la friccion se considera 
despreciable, 

Ejemplo 6. Si un bloque de masa m se ubica sobre un 
piano sin roce, inclinado un angulo cr con la 
horizontal, resbalara una distancia D a lo largo del 
piano. Describir su movimiento. 



Solucion. 

El D. C. L. del cuerpo: 



Del diagrama de cuerpo libre se obtiene: 

^ F x : mgscna = ma x 

^F y : N- mgcosa = ma y = 0 
De estas ecuaciones se obtiene: 
a x = gsena y N = mg cos a 

Se concluye que la aceleracion del bloque en 
direccion del piano inclinado es la componente de g 
en esa direccion. Estudiando ahora el movimiento del 
bloque, considerando que parte del reposo y se 
desliza una distancia D , se puede calcular la rapidez 
con que llega a la base del piano. Si se considera que 
el movimiento del bloque comienza desde el reposo, 
se puede usar: 

v 2 = Vq + 2a x Ax =^> v 2 = 2(gseno')D 
y v = ^ f2gDsena 

Ejemplo 7. Para el siguiente sistema mecanico, 
calcular la aceleracion de las masas y la tension de la 
cuerda. 



Solucion. 

Como no se conoce la direccion del movimiento, 
supongamos que el cuerpo de masa M sube por el 
piano inclinado, lo que determina el sentido de la 
aceleracion, entonces aplicando la segunda Ley de 
Newton se aplica cada masa: 

El D. C. L. del cuerpo M: 



Del diagrama de cuerpo libre se obtiene: 

^F x : T - Mgsena = Ma 

T = Mgsena + Ma 

^F y : N - Mgcosa = 0 

De estas ecuaciones se obtiene: 

El D. C. L. del cuerpo m : 
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mg 


Del diagrama de cuerpo libre se obtiene: 

jF v :T-mg = -ma => T = mg - ma 

De estas ecuaciones se obtiene 

Mgsena + Ma = mg - ma 

_ (m -Msena) 

{m + M) g 

Se observa que el signo de a depende del termino 
(m - M sen a). 

Ahora se calcula el valor de la tension reemplazando 
el valor de a en T\ 


r 

T = mg - m 

v 


m-Msena^i 


m + M 


g 

J 


T = 


mM 

{m + M) 


(l + sena)g 


Ejemplo 8. Dos bloques de masas m\ = 20 kg y 
m 2 = 8 kg, estan unidos mediante una cuerda 
homogenea inextensible que pesa 2 kg. Se aplica al 
conjunto una fuerza vertical hacia arriba de 560 N. 
Calcular: 

a) La aceleracion del conjunto; 

b) Las fuerzas que actuan en los extremos de la 
cuerda. 



Solucion. 

En el D. C. L. de m\. 

F x ~ F a -m l g = m x a (1) 

En el D. C. L. de la cuerda de masa m 3 : 

F a -F b -m 3 g = m i a (2) 

En el D. C. L. de m 2 - 
F B -m 2 g = m 2 a (3) 



| 8 

L 



a) Sumando (1), (2) y (3): 

F x -(m l +m 2 +m 3 )g = (m x +m 2 +m 3 )a 


y a = 


F 


(m x +m 2 +m 3 ) 


g 


560 


a = 


(20 + 8 + 2 ) 


■ 9,8 = 8,87 m/s 2 


b)De (3) F b =m 2 (g + a ) 

F b = 8(9,8 + 8,87) = 149,4 N 
De (1) F a =F x ~m 1 (g + a) 

F a = 560 - 20(9,8 + 8,87) = 186,6 N 


Ejemplo 9. La maquina de ATWOOD. Es un aparato 
que se utiliza para determinar con exactitud la 

gravedad y consiste de dos masas m x y m 2 , 

(m l >m 2 ), que estanunidas mediante una cuerda 
que pasa sobre una polea. Considerar la cuerda 
inextensible y sin masa. Asimismo, no tomar en 
cuenta la friccion y la masa de la polea. Describir el 
movimiento y calcular la tension en la cuerda. 


/////////////// 





Solucion. 

Siendo m x mayor que m 2 , la masa m x se movera 

hacia abajo con una aceleracion a y la masa m 2 se 
movera hacia arriba con la misma aceleracion a . 

La figura siguiente muestra los diagramas de cuerpo 
libre de cada una de las partes del sistema. 
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/////////////// 



Ahora la reaccion del piso es R\ 

Aplicando la Segunda Ley de Newton al movimiento 
de la persona 

R'-mg = ma => R'=m{g + a) 

Si el ascensor sube el pasajero se siente mas pesado, 
como si fuera empujado contra el piso. Si el ascensor 
desciende con esta aceleracion, 

R'-mg = -ma => R } = m{g - a\ el pasajero se 
siente mas liviano. 


La polea cumple la funcion de cambiar la direccion 
T\ Considerando el sentido de la aceleracion o como 
positiva. 

Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m x 


m x g-T x = m x a 

Aplicando la Segunda Ley de Newton para la masa 
m 2 : 


T x - m 2 g = m 2 a 
De estas dos ecuaciones obtenemos: 
( m x - m 


a = 


{m x + m 2 ) 


) gy r l= . 


(/?7 , + m 2 ) 


g 


Si las masas m x y m 2 fueran casi iguales, el valor de 

la aceleracion seria pequena y podria determinarse 
midiendo el tiempo en que una de las masas sube o 
baja una distancia determinada. 

La razon ( m \ ~ m i) se determina pesando los cuerpos. 
(m, + m 2 ) 

Finalmente, la magnitud de g se obtiene a partir de 
estas cantidades mediante la ecuacion 
{m x +m 2 ) 


g 


(m x -m 2 ) 


a 


Ejemplo 10. El peso de un pasajero en ascensor. 
Consideremos un pasajero de peso mg en un ascensor 
este peso es equilibrado por la reaccion que el piso 
ejerce sobre el, si el ascensor estuviera parado 
R = mg . 

Si el ascensor sube con aceleracion a. ^Cual es el 
peso de la persona? 

Solucion. 

La figura muestra el ascensor subiendo con una 
aceleracion a 



Ejemplo 11. La figura muestra a un hombre 
elevandose mediante una fuerza vertical que aplica el 
mismo a la cuerda que tiene en las manos. Si el 
hombre y la silla juntos tienen una masa de 100 kg. 
Se pregunta: 

a) iCon que fuerza debe jalar para, subir con una 
velocidad constante? 

b) ^Con que fuerza debe jalar para subir con una 
aceleracion de 1 m/s 2 (considerar g = 10 m/s 2 ? 


\\\\\\\\ 




Solucion. 

a) La figura siguiente muestra los diagramas de 
cuerpo libre de cada una de las partes del sistema. 



Como se considera la cuerda con masa despreciable 
en el D.C.L. del trozo de cuerda 

T = F 

La polea solo cambia la direccion de la tension T . 
En el D.C.L .del hombre-silla 

T + F-W = 0 => 2F = W 



Como W = 100x10 = 1000 N 
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1000 

at 


= 500 N 


b) Ahora como el hombre debe subir con una 
aceleracion de 1 m/s 2 tenemos: 



F = 


W 


1 + 


a 


S) 


Como W = 1000 N , a = 1 m/s 2 y = 1 m/s 2 


F = 


1000 


1 + 


10 


= 550 N 


J 


n 

h 


, m iS 


Aplicando la Segunda Ley de Newton 
T x -m x g = m x a =^> T l =m l (a + g ) 
T x =1100(2 + 9,8) 

=12980N 

b) Consideremos el D.C.L. de la masa m 2 : 


T 2 


a | n 

h 




Ejemplo 12. La figura muestra un ascensor. Este 
consiste de la caja con masa m x = 1100 kg , el 

contrapeso con masa m 2 = 1000 kg . El cable y 
poleas con masa y friccion despreciables. 

Cuando el ascensor tiene una aceleracion hacia arriba 
de 2 m/s 2 , el contrapeso tiene igual aceleracion pero 
hacia abajo. 

a) ^Cual es el valor de la tension 7j ? 

b) ^Cual es el valor de la tension T 2 ? 

c) ^Cual es la fuerza ejercida por el motor sobre el 
cable? 



Solucion. 

a) Consideremos el D.C.L de la masa m x : 


Aplicando La Segunda Ley de Newton 

m x g — T 2 — m 2 a =^> T 2 =m 2 {g- a) 

T 2 =1000(9,8-2) 

= 7800 N 

c) En el motor Fuerza ejercida por el motor (7j y T 2 
pueden considerarse colineales) 



F m = T x - T 2 = 12980 - 7800 
= 5180 N 

Ejemplo 13. Demostracion de la tercera ley de 
Newton mediante el uso de la segunda ley. 

Se tienen dos cuerpos de masas m x y m 2 los cuales 
son empujados sobre un piano sin friccion por una 
fuerza de magnitud P . Demostrar que aqui se 
cumple la tercera ley de Newton. 



77777777777777777 


Solucion. 
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Asumiremos que no hay friccion entre las superficies 
de contacto de m l y m 2 . 

La figura muestra los D.C.L. para los bloques 1, 2 y 
para el sistema. 


a) el valor y sentido de la velocidad del carrito, 

b) el lugar, donde encontrara 

c) el desplazamiento del carrito 

d) el recorrido total del carrito. 

(Usarg = 9,8 m/s 2 ) 



N x y N 2 son las fuerzas ejercidas por el piano. 

Fn es la fuerza que el bloque 2 ejerce sobre el 
bloque 1. 

F\2 es la fuerza que el bloque 1 ejerce sobre el 
bloque 2. 

La fuerza P solo actua sobre el bloque 1, ya que 
solo esta en contacto con el. 

Como asumimos que no hay friccion entre los 
bloques, las fuerzas son normales a la superficie de 
contacto. 

Para el bloque 1 tenemos: 

P-F 2l = m x a Xx y N x — m x g = 0 
Similarmente para el bloque 2 
F u = m 2 a 2x y N 2 - m 2 g = 0 
Para el sistema 
P = (m x + m 2 )a x y 

N\ + N 2 - (m l + m 2 )g = 0 

En este caso no nos interesan las ecuaciones en y pero 

si las ecuaciones en x. 

Como los bloques se mueven juntos: 

a \x ~ a 2x ~ a x 

Sumamos la ecuacion para el bloque 1 con la 
ecuacion para el bloque 2. 

P-F 21 + F X1 = m x a Xx + m 2 a 2x = ( m x + m 2 )a x 

Comparando con la ecuacion para el sistema 
tenemos: 

F ~ Fix + F n — P 

Esto dice que la magnitud de la fuerza de 1 sobre 2 es 
igual a la fuerza de2 sobre 1. Como ellas son opuestas 
resulta ser precisamente la tercera ley de Newton. 

Fix ~ F\ 2 , Accion y reaccion. 

Ejemplo 14.. Un carrito de masa M= 500 gramos 
esta unido a una carga de masa m = 200 gramos 
mediante una cuerda. En el momento inicial el carrito 
tenia la velocidad inicial Vo = 7 m/s y se mo via a la 
derecha por un piano horizontal. Determinar para t = 

5 s: 



Solucion. 

7 



Para la masa M : 


-T = Ma (1) 

Para la masa m: 

T - mg = ma (2) 

Sumando (1) y (2) 

-mg = {M + m)a => 


a = - 


m 


(M + m) 


g = 


— (9,8) =-2,8 m/s 2 
0,7 V ’ 


La aceleracion es en sentido contrario al indicado en 
la figura. 

a) La velocidad inicial del carrito es v 0 = 7 m/s y su 
aceleracion es a = - 2,8m/s 2 . 

De las ecuaciones de cinematica 


1 2 

x = v 0 t + — at , v = v 0 + at , 

Hallamos: 

x — It — 1 ,4t 2 , v = 7 - 2,8 1 


Dentro de 5 s el carrito tendra una velocidad 
v = - 7 m/s (dirigida a la izquierda). 

b) X = 7 ( 5 )-1,4(5) 2 =35-35 = 0 

El carrito se encontrara en la posicion inicial. 

c) El desplazamiento es cero. 


d) El carrito se detiene cuando v = 0e inicia el 
camino de vuelta. 
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0 = 7- 2,8 1 =^> t = — = 2,5 S 

2,8 

Recorrido total S = 2[?(2,5) — 1,4(2,5) 2 J 
= 17,5 m 

Recorrera un trayecto igual a 17,5 m. 

FRICCION 

Cuando un cuerpo sobre una superficie se empuja o 
se jala este puede permanecer inmovil, esto sucede 
porque la fuerza aplicada no ha sido suficiente para 
veneer la fuerza de friccion. Cuando logramos que el 
cuerpo deslice sobre la superficie es necesario aplicar 
una fuerza para que este continue en movimiento. 

Comportamiento de un cuerpo que descansa sobre 
un piano horizontal 

Supongamos que j alamos un bloque con un 
dinamometro, como se muestra en la figura. 


Comportamiento de un cuerpo que descansa sobre 
un piano horizontal 


7 


777 



Dibujemos una grafica de la fuerza F aplicada sobre 
el bloque versus el tiempo t . 



1. Desde el origen hasta el punto A la fuerza F 
aplicada sobre el bloque no es suficientemente grande 
como para moverlo. Estamos en una situacion de 
equilibrio estatico 

F = F fs =v s N 

En el punto A, la fuerza de rozamiento Fj s alcanza 
su maximo valor li sm dx^ 

F = F = a N 

fsmax r^smdx 

2. Si la fuerza F aplicada se incrementa un poquito 
mas, el bloque comienza a moverse. La fuerza de 
rozamiento disminuye rapidamente a un valor menor 
e igual a la fuerza de rozamiento dinamico, 

F = F Jk = J u k N 

Si la fuerza F no cambia, punto B, y permanece igual 
a Fj- smdx 5 el bloque comienza moviendose con una 
aceleracion 



m 

Si incrementamos la fuerza F, punto C, la fuerza neta 
sobre el bloque F — F ^ se incrementa y tambien se 
incrementa la aceleracion. 

Observacion. Encontramos que con fuerzas menores 
que 10 N no se produce movimiento. 

Con 10 N el bloque comienza a moverse. 

Para fuerzas may ores a 10 N el bloque se acelera. 

Si medimos la aceleracion podemos conocer la fuerza 
resultante sobre el bloque aplicando la segunda ley de 
Newton, F = ma . 

Cuando el dinamometro indica 12 N la fuerza 
resultante a partir de la aceleracion medida es 4 N, 
esto significa que se necesita 12N-4N = 8N, para 
veneer la fuerza de friccion Si aplicamos 10 N al 
bloque para que inicie el movimiento, despues de esto 
es posible reducir la fuerza a 8 N y aun mantener el 
bloque en movimiento. 

En resumen: 

Una fuerza de 10 N inicia el movimiento del bloque. 
Una fuerza de 8 N mantiene el movimiento del 
bloque. 

El origen de este fenomeno se debe a la existencia de 
fuerzas entre las moleculas del cuerpo y la superficie; 
si la superficie de contacto del cuerpo con la 
superficie fuera perfectamente plana, la fuerza de 
atraccion podria ser considerable, como es el caso de 
dos placas de vidrio perfectamente limpias que una 
vez puestas en contacto, dificilmente pueden ser 
separadas. 

Las superficies nunca son perfectamente lisas y las 
imperfecciones constituyen verdaderos obstaculos al 
desplazamiento como se muestra en la figura. Es 
preciso veneer estos obstaculos para iniciar el 
movimiento y tambien para mantenerlo. 



A esta fuerza se le conoce como FUERZA DE 
FRICCION O ROZAMIENTO (F^). 

Con la fmalidad de conocer la dependencia de esta 
fuerza de rozamiento realicemos la siguiente 
experiencia. 

Supongamos un piano inclinado con un bloque de 
masa ni descansando sobre el. 
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Encontramos que el bloque empieza a resbalar para 
un determinado angulo 6 . Si colocamos dos bloques 
juntos, el angulo con el cual inician el movimiento 
sigue siendo 6 , lo mismo ocurre con tres bloques. La 
fuerza que jala al cuerpo es la componente del peso 
mgSQnd , paralela al piano. La otra componente es 

perpendicular al piano mg COS 6 . Esta es la fuerza 
que sostiene al bloque sobre la superficie (Euerza 
Normal). Si duplicamos el peso mg a 2 mg, 
duplicamos la fuerza que j ale al bloque y la fuerza 
normal tal que: 

Fuerza que inicia el movimiento 

-= Constante 

Fuerza normal 

O 

mg sen 6 

- = tan 0 — /J s = Constante 

mg cos 6 



A esta constante JU S se le llama coeficiente de 
friccion estatica. 

Si se toman los datos con el bloque en movimiento, el 
angulo para que el movimiento continue es 
generalmente menor y obtenemos 
Fuerza para continuar el movimiento _ 

Fuerza normal 

A esta constante se le llama coeficiente de friccion 
cinetica jd k . 

JLI es una constante que depende de la superficie y se 
puede escribir simplemente. 

F f =<uN. 

Algunos valores tipicos de coeficientes de friccion. 


Material 

Sobre 

material 

M s 

M k 

Acero 

Acero 

0,78 

0,42 

Cuero 

Cuero 

0,64 

0,56 

Cuero 

Roble 

0,60 

0,50 

Bronce 

Hierro 

0,40 

0,30 

Aluminio 

Aluminio 

1,05 

1,40 

Vidrio 

Vidrio 

0,92 

0,40 

Caucho 

Asfalto 

0,60 

0,40 

Caucho 

Concreto 

0,80 

0,70 

Caucho 

Hielo 

0,02 

0,005 

Piedra 

Piedra 

0,65 

0,60 


El hecho que la fuerza de friccion es independiente 
del area de contacto parece absurdo ya que las fuerzas 


intermoleculares son tanto mayores, cuanto mayor es 
la superficie de contacto. En realidad se debia esperar 

que Fj- fuera proporcional a la superficie, lo que 

suceder es que si el cuerpo pesa muy poco, 
practicamente no hay puntos de contacto entre las dos 
superficies (el area de contacto es despreciable). 

Cuando N aumenta, la superficie aumenta y F^ 

tambien, por lo tanto Fj- = juN donde se esta 
incluyendo ya el aumento de superficie. Es decir, la 
fuerza de friccion Fj- es proporcional a la fuerza 

normal N porque la verdadera superficie de contacto 
es proporcional a la fuerza normal. 

Ejemplo 15. ^Cual es la fuerza minima F necesaria 
para mover la masa m , siendo jU el coeficiente de 

rozamiento estatico entre el piso y el bloque en cada 
uno de los casos siguientes? 



77/77777/ T7777777T/ ImTTTtlT/ 

(a) fl>) (c) 


Solucion. 

a) La figura muestra el D.C.L. 



*— fiN 
mg 


^ F y : N - mg = 0 => N = mg 
: F-juN = 0 => F = juN 

Luego: 

F = /Mng 

b) La figura muestra el D.C.L. 



+ - pN 

mg 


^ F y : N + FsenO - mg = 0 
=> N = mg - FsenO 
Y,F X : Fcos0- /jN = 0 

=> F cos 0 = juN 

De estas dos ecuaciones obtenemos: 
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F= ymg 

cos 0 + //sen# 

c) La figura muestra el D.C.L. 



^jF y \ N - Fsen0 - mg = 0 
=^> TV = mg + Fsen# 

^ F x : F cos0 - /uN = 0 

=^> F cos 0 = juN 

De estas dos ecuaciones obtenemos: 

F= Fmg 

cos 0 - //sen 0 

Ejemplo 16. ^Cual es el valor minimo de F para 
sostener el bloque de masa m sobre una pared 
vertical, como se muestra en la figura, // es el 
coeficiente de friccion estatico entre la pared y el 
bloque? 



Solucion. 

La figura siguiente muestra el D.C.L. 




mg 


Y,Fy ■ N-F = 0 => N = F 
V F x : juN - mg = 0 => N = 

A 

Por consiguiente 

F= mg_ 

A 


une los bloques m\ y m 2 . El coeficiente de rozamiento 
entre los bloques y el piano inclinado es jd . 



Solucion. 



Para m 


2 • 


Para m 0 : { m 0 g - 7j = m 0 a 

[T x -T 2 — juN 2 = m 2 a 
\N 2 -m 2 g = 0 
\T 2 - /jN 1 = m x a 
( V, -m x g = 0 
De estas ecuaciones obtenemos: 

N 2 = m 2 g, N ] = m x g 

y m oS ~ a( w i + m 2 )§ = ( m o +m 1 +m 2 )a 

De aqui: 


Para m x : 


a = 


[m 0 - ju(m x + m 2 )] 


g 


(m 0 +m l +m 2 ) 

La tension del cable que une los bloques m x y m 2 . 


T 2 =m x {a + jug) = 


m x m 0 


(m 0 +m l +m 2 ) 


(l + A )g 


Ejemplo 18. Se tiene una masa m 2 sobre una masa 
m x sobre un piso horizontal, tal como muestra la 
figura. Se aplica una fuerza horizontal F sobre la 
masa m x . La masa carece de friccion. ^Cual es el 

valor maximo de F para que la masa m x no resbale 
sobre m 2 . ^Cual es la aceleracion resultante de los 
bloques? 


Ejemplo 17. En el esquema de la figura las masas de 
la polea y del cable son despreciables y no hay 
rozamiento entre el cable y la polea. Hallar la 

aceleracion del bloque m 0 y la tension del cable que 


m x 


77777777777777 
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Solucion. 

La figura muestra el D.C.L. de las masas m x y m 2 . 


MN 2 - 



11 

h 

"hg 


k 


m 7 


77777777777777 

Solucion. 

La figura muestra el D.C.L. para este caso 






nii 

- r 4,1 v 2 

F -- 

n 






Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m 2 , 
la que suponemos se mueve con aceleracion a 2 . 
Ef : N 2 -m 2 g = 0 
E F * : =m 2 a 2 

Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m x , 
la que suponemos se mueve con aceleracion a x . 

N,-N,-m,g = 0 
' F-/iN 2 =m,a , 

Trabajando con estas ecuaciones encontramos que 

F = + m 2 a 2 

La aceleracion de la masa m 2 es: 


a 2 — 


juN 2 jum 2 g 


m 0 




= A? 


Como el valor de // varia desde 0 hasta el valor 
maximo /U mdx : 

a 2 = Mnuh-8 0 simplemente a 2 = jdg . 

Pero como queremos encontrar el valor maximo 
posible de F para que las masas vayan juntas, es 

decir, para que m x no se quede, se tiene como 
condicion que; 
a x = a 2 = /jg 

Lue §° : F „u* = N + m ih max g 

Si aplicamos una fuerza mayor el bloque m x 
avanzara dejando atras al bloque m 2 . 

Ejemplo 19. Usando el dispositivo del ejemplo 
anterior discuta el caso en ci que la fuerza F se aplica 

a la masa . 


m x g 


-MN 2 


\N 7 


juN 2 - 


u, 

JL 


m. 


w 2 g 


fv 


Las ecuaciones para la masa m 2 son 

Y,F y : N 2 -m 2 g = 0 
XL : F-/uN 2 =m 2 a 2 
Las ecuaciones para la masa m x son. 

N l -N 2 -m l g = 0 
El ; ^2 = m i a i 

Trabajando con estas ecuaciones encontramos que 

F = m x a x + m 2 a 2 

La aceleracion de la masa m x es: 
juN 1 um 

a x =-=- = jug — 

m x m x m x 

Como el valor de jU varia desde 0 hasta el valor 

maximo /J mdx : 

m 2 

a i =Fmd X g - 

m x 

Como la condicion de que las masas m x y m 2 vayan 
juntas es, 

& x ci 2 

Luego el valor maximo de F pera que ill ] y m 2 
vayan juntas es, 

(m { + m 2 )m 2 


F . = 

max 




Fmaxg 


Ejemplo 20. En el dispositivo de la figura 
encontramos el valor minimo de F para sacar la masa 


m x . 


El coeficiente de friccion entre m x y la mesa es JU X y 
el coeficiente de friccion entre m x y m 2 es jU 2 . 
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Solucion. 

La figura muestra los D.C.L. de las masas m x y m 2 



Considerando que el equilibrio es la condicion 

minima de inicio de movimiento 

Aplicando la Segunda ley de Newton para la masa 

m 2 . 

Yj F r '■ N 1 -m 2 g = 0 
Z F . ■ M 2 N 2 -T = 0 

Aplicando la Segunda Ley de Newton para la masa 

m x 

Z F . ■ N,-N,+m, g=0 
Z F ,: F- /I ,N,~v 2 N 2 =0 

Resolviendo estas ecuaciones 

N 2 = m 2 g 
T = ju 2 N 2 = /J 2 m 2 g 
N x =N 2 + m x g = (m x + m 2 )g 
F = J u 1 N l + ju 2 N 2 

= /u x (m x +m 2 )g + /u 2 m 2 g 
Siendo este valor de F el minimo para iniciar el 
movimiento de la masa m x . 

Ejemplo 21. En el dispositivo de la figura, encontrar 
el valor minimo de Fpara sacar la masa m x . El 

coeficiente de friccion entre m x y la mesa es jU x , el 
coeficiente de friccion entre m x y m 2 es jU 2 . 


Hugo Medina Guzman 



Solucion. 

La figura muestra el D.C.L.de las masas m x y m 2 



Considerando que el equilibrio es la condicion 
minima de inicio del movimiento. 

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m 2 : 

: N - - “ 0 
Y,F,: v 2 N 2 -T=0 

Aplicando la segunda ley de Newton para la masa 
777 ,: 

Z F , : N 2 -N,+m lg = 0 
Z F < : F-M,N,-M 2 N 2 -T=0 

Resolviendo estas ecuaciones 

N 2 = m 2 g 
T = ju 2 N 2 = ju 2 m 2 g 
N x =N 2 + m x g = (m, + m 2 )g 
F = jU x N x + jU 2 N 2 + T 
= //, (m, +m 2 )g + n 2 m 2 g 

= \ju x m x + m 2 (//j +M 2 )]§ 

Siendo este valor de F el minimo para iniciar el 
movimiento. 

Ejemplo 22. Los bloques m x y m 2 de 20 y 60 kg, 
respectivamente, estan unidos por una cuerda de masa 
despreciable que pasa por una polea sin rozamiento. 

El coeficiente de rozamiento cinetico entre las masas 
y la superficie es 0,3. Determinar la velocidad del 
sistema 4 segundos despues de partir del reposo. 
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Solucion. 

La figura muestra el D.C.L. de la masa m x . 
Consideremos que el movimiento es de izquierda a 
derecha con aceleracion a 





^F y : N x -m x g cos 30° =0 

^ F x : T - F fx - /77,gsen30°= m x a 
De estas ecuaciones 

N x =m x gc os30°= 20xl0x^- = 173N 

F fx = juN x = 0,3 x 173 = 51,9 N 

y r - 51,9 - 20x 10x — = 20a 
2 

=> r = 151,9 + 20a 

La figura muestra D.C.L. de la masa m 2 . 



m 2 gs&n6 0 ° 


^F y : N 2 -m 2 gcos60°=0 

^ F x : m 2 gsen60°-F f2 -T = m 2 a 
De estas ecuaciones 

N 2 = m 2 g cos60°= 20x10x7 = 150 N 
F fl = jjN 2 = 0,3 x 150 = 45 N 
V3 

y 30xl0x— - 45- T = 30a 

2 

=> T = 214,5 -30a 

Igualando los valores de T: 

151,9 + 20a = 214,5 -30a => a = 1,25^- 

s 

Como v = v 0 + at , 

Siendo v 0 = 0 V = 1,25^ 2 

Para / = 4 S v = 1,25 x 4 = 5 — 

s 


Ejemplo 23. En una mesa un plato descansa sobre el 
mantel, cuyo centro esta a 0,25m del borde de la 
mesa. El mantel se jala subitamente en forma 
horizontal con una aceleracion constante de 10 m/s 2 . 
El coeficiente de friccion cinetico entre el mantel y el 

plato es jd k — 0,75 . Asumiendo que el mantel llega 
justo al borde de la mesa. 

Cuando el extremo del mantel pasa bajo el centro del 
plato, encontrar: 

a) La aceleracion del plato 

b) La velocidad de! plato 

c) La distancia del plato al borde de la mesa. 
Solucion. 

a) Aplicando la segunda ley de Newton para el plato, 
la masa del plato es m y su aceleracion a . 


N 

a P 

i ) 

F f =M k N 

mg 


^ F v = 0 => mg - N = 0 

Yj F H =mCl P => F f =ma P 

De aqui obtenemos: 

N = mg y jd k mg — ma p 
De donde: 

dp — ju k g - 0,75 x 9,8 = 7,35 m/s 2 

El plato resbala ya que a p es menor que 10 m/s 2 

b) En el instante en que el extremo del mantel 
coincide con el centro del plato estan a la misma 
distancia del borde de la mesa 




x =0,25 +-at 2 =0,25 + -l,25t 2 
p 2 p 2 

1 , 1 , 

x m = —at 2 = — 10 1 2 

m 2 m 2 

Igualando 

0,25 +—l,25t 2 =-\0t 2 
2 2 
Resolviendo: 
t = 0,58 S y 
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v p = v 0 + a p t = 0 + 7,35 x 0,58 

= 4,26 m/s. 

1 2 

c) x„ = 0,25 + — at 

p 2 p 

= 0,25 +27,35 x 0,58 2 = 1,49 m 

Ejemplo 24. El piano inclinado mostrado en la figura 
tiene una aceleracion a hacia la derecha. Si el 
coeficiente de friccion estatico entre el piano y el 
bloque es jd , encontrar la condicion para que el 
bloque resbale. 



Solucion. 

Consideremos que el bloque tiene masa m , la figura 
a continuacion muestra su DCL. 


JV a 



Para que el bloque no resbale debe tener la misma 
aceleracion a . 

Aplicando la segunda ley de Newton 


1^=0 
yY, F » = 

De estas ecuaciones 
mg 


=^> N cos a + juN sen a - mg = 0 
ma =^> - N sen a + juN cos a = ma 


N = - 


cos a + /u sen a 


mg 


({cos a + ju sena)) 


(- sen a + // cos a ) = 


ma 


Finalmente 

(ucosa -sena) 

a = 7 4 g 

(cosa + /jsena) 


Este es el valor critico de a para que no resbale; el 
bloque resbalara para valores menores que el 
indicado. 


Ejemplo 25. En el siguiente sistema mecanico, se 
aplica una fuerza F inclinada un angulo a sobre el 
cuerpo de masa m , ubicado sobre la superficie 


horizontal con coeficiente de friccion ju. La polea por 
donde cuelga otro bloque de masa M no tiene roce y 
la cuerda se considera inextensible y de masa 
despreciable. Calcular la aceleracion y la tension de 
la cuerda. 



Solucion. 

Se hacen los DCL y se aplica la segunda ley de 
Newton, suponiendo que el cuerpo de masa M 
desciende y tira a m hacia la derecha, lo que define el 
sentido de la aceleracion. 

Para m 



^ F v = 0 =>A^ + F sena - mg = 0 
=>V = mg-Fsena (1) 

y Yj F h =ma 

=> T - F cos a - F f = ma (2) 

Para M 


y 


M 

Mg.. 


Y,F v =-Ma 

=> T - Mg = -Ma (3) 

Ademas: F^ — juN 
De la ecuacion(l): 

F f = ja(mg - Fscna) (4) 

De (3) se despeja T: 

T -Mg-Ma (5) 

Ahora 4) y (5) se reemplazan en (2), lo que permite 
despejar la aceleracion 


18 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 





































www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Dinamica de una particula 


Hugo Medina Guzman 


Mg - Ma - F cos a - ju(mg - Fsena) = ma 
_ (.M - jum)g - F (cos a - jusena ) 

M + m 

y la tension T 

T _ M M ( M ~ Fm)g ~ Fjcos a - //sen a) 
S M + m 

Ejemplo 26. Una viga de masa M esta situada en un 
piano horizontal. Sobre la viga se encuentra un 
cuerpo do masa m. El coeficiente de rozamiento entre 
el cuerpo y la viga, asi como entre la viga y el piano 
es jU k . Analizar el movimiento para diferentes 
valores do la fuerza F. 




m 

F 


M 



h- 1 -^ 



Solucion. 

Si F < ju k (m + M)g , no hay movimiento. 

Supongamos que F > JU k {m + M^jg . Analicemos 

el caso de ausencia de deslizamiento del cuerpo por la 
viga. Las ecuaciones del movimiento, en este caso, 
tendrian la siguiente forma: 

F fin = ma ’ 

Ma = F-F fm -F jm =F-F fm -fu k {m + M)g-, 

F fin < Fk m g 

de donde 


a = 


(m + M) 
rnF 


F k g 


Fk m g - Fk m g 


Ffm (m + M) 

que es posible, si 

k(m + M) g < F <2k (m + M) g. 

Si F > 2+ M)g , entonces el cuerpo deslizara por 
la barra. En este caso las ecuaciones del movimiento 
tendran la siguiente forma: 

ma m = Fk m S , 

Ma u = F - fa k mg - p k (M + m)g 
de donde 

F ( 2/77 + M) 

M 

Que es facilmente verificar en el caso de a M > a m 


a m =M k g> a M =— ~M k 
M 


g 


Ejemplo 27. Una viga do masa M esta sobre un piano 
horizontal liso, por el cual puede moverse sin 
friccion. Sobre la viga hay un cuerpo do masa m. El 
coeficiente de rozamiento entre el cuerpo y la viga es 

jU k . iC on que valor de la fuerza F que actua sobre la 
viga en direccion horizontal, el cuerpo comienza a 


deslizarse sobre la viga? ^Dentro do cuanto tiempo el 
cuerpo caera de la viga? La longitud do la viga es £ . 




m 

F 


M 



* - £ -► 



Solucion. 


a M Ft 


/ 




M 


F f F 


Las ecuaciones del movimiento de la viga y del 
cuerpo tienen la siguiente forma: 

F frn= ma m > (0 

F - ju k mg = Ma M ( 2 ) 

Donde F fm es la fuerza do rozamiento, a m y a M son 
las aceleraciones. 

Supongamos que no hay deslizamiento, entonces 

tt m (I'M 

De las ecuaciones del movimiento podemos 
determinar la aceleracion y la fuerza de rozamiento. 

mF 

La fuerza de rozamiento es r , = 7 7 

fm (i m + M ) 

Para que no haya deslizamiento la fuerza de 
rozamiento debe satisfacer la siguiente desigualdad: 

F 

F fm - Fk m g ’ es decir > 7-0G ^Fkg- 

\m+M) 

Si F > ju k (M + m) g , entonces surge el deslizamiento. 
Las ecuaciones (1) y (2) en este caso deben escribirse 
en la siguiente forma: 

ma m = / i k mg , Ma u = F - /a k mg 

De estas ecuaciones obtenemos a m y a M : 

(F - ju,mg) 

a m =Fkg > a M = -. , 

M 

Es evidente que a M > a m . 


- - x M — 


a m \ 


i m 

<*M 

J l_ 

M 


1 2 1 2 

X m = 2 Qmt ’ Xm = 2 Uut 


1 

2 


x M -jc. =£ = — a M t 2 - — a m t 2 


M 


1 

2 


t = 


21 


a 


M 


2 £ 

( F ~ Mk m g) 
M 


■M k g 


2 m 


F ~/u k g(M + m) 
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Ejemplo 28. En la figura, encontrar la aceleracion 
del carro requerida para evitar que caiga el bloque B. 
El coeficiente de rozamiento estatico entre el bloque 

y el carro es jU k . 



Solucion. 

Si el bloque no cae, la fuerza de friccion, Ff, debe 
balancear el peso del bloque: 

F f = mg. 

Pero el movimiento horizontal del bloque esta dado 
por y N= ma. 

Luego, 


F = g 

N a 


a = 


g 


N 


Como el valor maximo de - es // , debemos 

N 

g 

tener a >- si el bloque no cae. 

M s 


Ejemplo 29. Dos cuerpos, de las masas m x y m 2 , se 
liberan de la posicion mostrada en la figura. Si la 
masa de la mesa de superficie lisa (sin friccion) es 
m 3 , encuentre la reaccion del piso sobre la mesa 
mientras los dos cuerpos estan en movimiento. 
Asuma que la mesa permanence inmovil. 







Solucion. La figura muestra los diagramas de cuerpo 
libre de cada uno de los elementos. 



Cuerpo 1: Y F verticales = m x g-T = m x a 
Cuerpo 2: £ F horizonlales =T = m 2 a 


Mesa: < 


fZ* 

V f 

/ j horn 


verticales ~ ^3 ^2 T 171 2 g ~ ^ 


=T-F =0 

horizontales f 3 


Donde N 3 y Ffl (friccion) las componentes verticales 
y horizontales de la fuerza ejercida por el piso sobre 
la mesa. 

(Asumimos que las patas de la izquierda y de la 
derecha comparten la carga igualmente. Esto no 
afecta nuestro analisis) 

De las primeras dos ecuaciones, 


a = 


m x g 


(m l +m 2 ) 


_ _ m, m ? g 

Luego, F r 3 = T = m 2 a = , . 

\m x +m 2 ) 

Finalmente, 

N 2 =T + m 2 g + m 3 g 

= , + m 2 + m 3 

[m x +m 2 ) 


Ejemplo 30. Se tiene un bloque de 20 kg sobre un 
piano inclinado que esta sujeto a una cuerda (ver 
figura). Las superficies de contacto entre el bloque y 
el piano inclinado son rugosas con coeficiente de 
friccion cinetica ju k = 0,5 y el de friccion estatica 
Ms = 0 , 7 . 

a) Si la tension de la cuerda es de 150 N, determine la 
magnitud y sentido de la fuerza de rozamiento. 

b) Si por un accidente se corta la cuerda, determine 
la aceleracion del bloque. 



Solucion. 

a) 
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T -mgsen30°-F f = 0 

F f = T-mgse30° = 150-100 =50N 

en el sentido indicado en la figura (hacia abajo). 

b) 



Cuando se rompe la cuerda para iniciar el 
movimiento debe vencerse a la maxima fuerza de 
friccion estatica: 


Fj j = ju s mg cos30° = 0,7 


20g 


= 173 N 


Como 20g sen 30° = 100 N 

100 N < 173 N, el movimiento no se inicia , por lo 

tanto la aceleracion del bloque es cero. 


Ejemplo 31. Determinar la fuerza F aplicada al 
bloque de masa M de la figura adjunta, para que los 
bloques de masas m x ym 2 apoyados en M, no se 
muevan respecto de M. Todas las superficies son 
lisas, la polea y el cable tienen masa despreciable. 



Solucion. 

Consideremos un sistema de referenda fijo en el 
suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada 

F. 

De la primera ley de Newton aplicada al conjunto se 
tiene: 

F = {M + m x + m 2 )a (1) 

-> 

Siendo a la aceleracion del conjunto. Las masas m x 
y m 2 estan en reposo sobre el bloque M, luego en la 
referenda O su aceleracion es del conjunto. La fuerza 
que ejerce el cable sobre m x y la que ejerce sobre m 2 
tiene el mismo modulo T. 





La segunda ley de Newton para m\ es 

T-m x a = 0, N l -m l g = 0 

De aqui => T = m x a (2) 

La segunda ley de Newton para m 2 es 

N 2 -m 2 a = 0 , T-m 2 g = 0 

De aqui => T = m 2 g (3) 

De (2) y (3) se tiene 

m 9 

=> A = — g (4) 

m x 

Sustituyendo (4) en (1) se obtiene la fuerza aplicada a 
M 


F — — (M + m x +m 2 )g 
m x 

Ejemplo 32. Determinar la aceleracion minima con 
que debe desplazarse el bloque de masa M en sentido 
horizontal para que los bloques de masas miym 2 no 
se muevan respecto de M, siendo ju el coeficiente de 
rozamiento entre los bloques. La polea y el cable 
tienen masa despreciable. 


m i 


M 


ft 


■F 


V777777777777777777777777. 


Solucion. 

Consideremos un sistema de referencia fijo en el 
suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada 

—> 

F . 

De la segunda ley de Newton aplicada al conjunto se 
tiene: 

f = (m + m x + m 2 )a (1) 

Siendo a la aceleracion del conjunto. 

Las masas m\ y m 2 estan en reposo sobre el bloque M, 
luego en la referenda O su aceleracion es del 
conjunto. 

La fuerza que ejerce el cable sobre m x y la que ejerce 
sobre m 2 tiene el mismo modulo T. 
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i 



La segunda ley de Newton para m i es 

T - m x a - F fx = 0, N x - m x g = 0 

F f i = FN\ = M»hg 
=> T = m x a + jum x g (2) 

La segunda ley de Newton para m 2 es 
N 2 - m 2 a = 0 , T + F f2 - m 2 g = 0 

F f2 = /jN 2 = fjm 2 a 

=>T = m 2 g-/jm 2 g (3) 

De (2) y (3) se tiene => 


m x a + jum x g = m 2 g - /Jm 2 g 


(m, - urn ,) 

a = ) - \g 

[m x + /um 2 ) 


(4) 


Sustituyendo (4) en (1) se obtiene la fuerza aplicada a 
M 


F = 


— (M + m x +m 2 )g 
m , 


Ejemplo 33. Un bloque de masa m se encuentra 
sobre otro bloque de masa M que esta apoyado sobre 
una superficie horizontal lisa. El coeficiente de 
rozamiento entre los dos bloques es ju. A1 bloque M 
se le aplica una fuerza horizontal dirigida hacia la 
derecha que depende del tiempo segun la ley F = k t. 
Determinar: 

a) El instante z en que m empieza a deslizar sobre M. 

b) La aceleracion de cada uno de los bloques. 


in 



Solucion. 

Diagrama del cuerpo libre del conjunto 


Diagrama del cuerpo libre masas separadas 



a) Consideremos un sistema de referencia fijo en el 

suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada F . 
Sea z el instante en que m empieza a deslizar sobre 
M. Hasta dicho instante t < z , el conjunto se mueve 


con una aceleracion comun a . 

La segunda ley de Newton aplicada al conjunto en el 
instante t= ze s 

kz = (M + m)a , N 2 - (M + m)g = 0 

^ a| ' ) = (A JUm) 0) 

La segunda ley de Newton aplicada a la masa m en el 
instante t = z es, (la fuerza de rozamiento sobre m 
tiene, en ese instante, su valor maximo Ff= \im g) 

F f = juN x = ma (r) , N x = mg 


jumg 

%) = -= Mg 

m 


( 2 ) 


De (1) y (2) queda 


_ (M + m) 


Fg s 


b) De (1) se tiene que la aceleracion del conjunto para 
/<r es 

Para t > z . Las fuerzas que actuan sobre m son 
constantes, luego la aceleracion de m es 

a x = a {r) = jjg 

La segunda ley de Newton aplicada a la masa M es 
kt-F f = kt - juN x = Ma 2 ^, como N x = mg 


kt - /umg = Ma 2 ^ y 


m 


a 2(t) = -Mg — + —t 
w M M s 


m 

2 



F {f)= kt 


Grafica de las aceleraciones en funcion del tiempo 
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Ejemplo 34. Dos bloques A y B de masas m A y m B 
estan unidos mediante un cable que pasa a traves de 
una polea tal como se muestra en la figura adjunta. El 
coeficiente de rozamiento entre el bloque A y el piano 
inclinado es ju. Determinar el sentido del movimiento 
cuando se dejan en libertad a partir del reposo. El 
cable es inextensible y las masas del cable y la polea 
despreciables. 



Solucion. 

Supongamos que el bloque A sube sobre el piano 
inclinado. Sea T la fuerza que ejercen los extremos 
del cable sobre los bloques dirigida, en ambos 
bloques, tal como se indica. 



El movimiento de B es hacia abajo, luego 

=> m B§ > T 

El movimiento de A es hacia arriba, luego 

=> T > m A gsend + jum A cos # 

El movimiento de los bloques es el indicado si 

=> m B g > m A gsen0 + /jm A cos # 

Jfl 

=> —— > sen# + //cos# 
m A 

Supongamos que el bloque A desciende sobre el 
piano inclinado. 



El movimiento de B es hacia arriba, luego 

=> m B§ < T 

El movimiento de A es hacia abajo, luego 
=> T + fjm A cos# < m A gsen0 
El movimiento de los bloques es el indicado si 
=> m B g < m A gsen0 - jum A cos # 

Jfl 

=> —— < sen# - A cos, 0 
m A 

Los bloques no se mueven si 

Jfl 

sen# - //cos <9 < —— < sen# + //cos# 
m A 

Ejemplo 35. Dos bloques A y B de masas m A =10 
kg y Wls = 7 kg, estan unidos mediante un cable que 
pasa a traves de las poleas tal como se muestra en la 
figura adjunta. El coeficiente de rozamiento entre el 
bloque A y el piano inclinado es // = 0,10 y # = 

30°. El cable es inextensible y las masas del cable y 
las poleas son despreciables. Determinar: 

a) Las aceleraciones de los bloques; 

b) La tension del cable. 



Solucion. 




Supongamos que el movimiento de A es hacia abajo, 
luego: 

T + jJm A g cos # < m^gsen# 


=^> T < m^gsen#-//m^gcos# 

El movimiento de B es hacia arriba, luego: 

m B g < 2T 


De ambas expresiones queda 

3 m B g < m ^gsen# - jum A g cos# 

3(7)< (I0>en30°-0,10(l0)cos30 0 

Con los valores => 3,5 < 4,13 

Desigualdad que se cumple, luego el movimiento es 

el previsto. 
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a) Consideremos un sistema de referencia con el eje x 
horizontal. Las posiciones de los bloques estan 
relacionadas por la condicion de ligadura 
s A + 2 y B = constante, 


Luego sus aceleraciones cumplen 


a A +2 a B =0 => a B 


1 

— a A = a 
2 


( 1 ) 


Fuerzas sobre los bloques 

La segunda ley de Newton aplicada al bloque A es 

m A a A = m A gsend - T - juN A , 


N A ~m A g cos# = 0 

De estas dos obtenemos: 

T = m A g(scn9 - /j cos 9)-m A a A (2) 

La segunda ley de Newton aplicada al bloque B es 

2 T-m B g = m B a B 

=> T = —m B {a B + g) (3) 

Igualando las ecuaciones (2) y (3), 
m B { a B +<§■)- 2m A g(scn9 - ju cos 9)-2m A a A 
Teniendo en cuenta la ecuacion (1) y los valores: 
l{a + 9,8) = 2(10X9,8X0,5 - 0,1 x 0,87) - 20(2a) 
Resolviendo: 
a = 0,26 m/s 2 

Las aceleraciones de los bloques son : 
a A = 0,26 m/s 2 para arriba. 

a B = 0,52 m/s 2 para abajo. 
b) La magnitud de la tension del cable es el valor de 
la fuerza que el cable ejerce sobre los bloques. De la 
ecuacion (3) se tiene 

T = 2(7X0,26 + 9,8) =35,2 N 


Ejemplo 36. Dos bloques A y B de masas m A y 

m B estan unidos mediante un cable que pasa a 
traves de las poleas tal como se muestra en la figura 
adjunta. El coeficiente de rozamiento entre el bloque 
A y el piano inclinado es JU . El cable es inextensible 
y las masas del cable y la polea son despreciables. 
Estudiar el sentido del movimiento de los bloques. 



Solucion. 



inclinado. Consideremos un sistema de referencia con 
el eje x horizontal. 

Las posiciones, por una parte, del bloque A y de la 
polea movil, estan relacionadas por las condiciones 
de ligadura 

s A + h - y p = constante 

Las posiciones de la polea y el bloque B, estan 
relacionadas por las condiciones de ligadura 

2 y p - y B = constante 

De estas dos ecuaciones obtenemos: 

2 s A +2h- y B = constante 

Las componentes de las aceleraciones de los bloques 

satisfacen la condicion 

2 a A =a B (1) 



Sean T A y T B las fuerzas que los cables ejercen 
sobre los respectivos bloques. Fuerzas sobre los 
bloques y sobre la polea movil. 

Como la polea superior tiene masa despreciable solo 
cambia el sentido de la fuerza. 

La masa de la polea movil es cero, luego 

La tension en ambos lados son iguales ( T B ) y 

T a = 2 T b (2) 

De la segunda ley de Newton aplicada al bloque A se 
tiene: 

T a - m A g^n9 - juN a = m A a A 

N a -m A g cos 9 = 0 

De estas ecuaciones obtenemos: 

T a = m A g{scYi9 + jd cos 9) + m A a A (3) 

De la segunda ley de Newton aplicada al bloque B se 
tiene 

™ B g-T B = m B a B 

=> T B = m B {g ~dg) ( 4 ) 

De las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) obtenemos: 

m A g{scn9 + JUcos9)+m A a A -2m B {g-2a A ) 

_ 2m B g -m A g{scn9 + jucos 9) 

Cl A — 

m A + 4 m B 
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El movimiento es el indicado, si se cumple: 

> (sen# + // cos 0 ) 
m A 

El movimiento es de sentido opuesto, si se cumple: 

—< (sen# - /u cos 6) 
m A 

El signo menos es porque en este caso el peso de la 
masa A es el que mueve al sistema y la fuerza de 
rozamiento esta en sentido contrario a este. 

Ejemplo 37. A los extremos de un hilo que pasa a 
traves de una polea fija al techo de la cabina de un 

ascensor se atan los cuerpos de masa m x y m 2 
(m l < m 2 ). La cabina comienza a subir con una 

aceleracion constante g / 2. Despreciando la masa de 
la polea y la del hilo, asi como el rozamiento, 
calcular: 

a) La aceleracion de m x y m 2 respecto de la cabina 
y con relacion al foso del ascensor. 

b) La fuerza con la cual la polea actua sobre el techo 
de la cabina. 



Solucion. 

a) El ascensor constituye una referenda no inercial en 
traslacion que se mueve con una aceleracion 
constante en sentido ascendente respecto de una 
referencia fija. 

Seleccionemos una referencia con origen O' en un 
punto del ascensor. La aceleracion del origen 
O' respecto de la referencia fija O es la aceleracion 

1 , 

del ascensor —gj . Sean a x j la aceleracion de m x 
y a' 2 j la aceleracion de m 2 en la referencia O’. 



Las fuerzas exteriores que actuan sobre la m x son la 
tension del cable T y el peso m x g , y sobre m 2 son 

la tension del cable T y el peso m 2 g . 

De la ecuacion fundamental de la dinamica en la 
referencia no inercial se tiene 


m x a\ - T - m x g - m x 


g_ 

2 


=^> m x a\ 



( 1 ) 


m x a\ — T ~m 2 g -m : 


g 


m x a\ = T ~ — m 2 g 


( 2 ) 


De la condicion de ligadura para los bloques se tiene 
a\+a' 2 = 0 =^> a\ = -a\ = a' (3) 

De las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene 

3 3 

m x a'= T ~ — m x g y m x a'= -T + — m 2 g 

Sumando estas ecuaciones: 

(m 2 +m x )a'=— (m 2 —m x )g 

Despejando a' 

1 2 Ul x 


3 (m 2 -m x ) 


a = 


2 (m 2 +m x ) 

Linalmente: 


g 


a\ = a' j y a\ = -a' j 


En la referencia fija, las aceleraciones de m x y de 


m 2 se obtienen de sumar a las anteriores la 
aceleracion del ascensor 


g , ( 2ot 2 zUhl 

( m 2 +m x ) 
( 2 m x - m 2 ) 
( m 2 +m x ) 


a , = —l -a — 
2 

g 
2 


g y 


g 


b) 



La fuerza que la polea ejerce sobre el techo de la 
cabina es 

F-2T = 0 => F = 2T 


De la ecuacion (1) y (3) se tiene 

f , 3 ^ 3 

a \+-g _ —— 


T = m 


( m 2 +m x ) 


g 
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Luego 


F = 2T = 


6m l m 2 
(m 2 + m x ) 


Ejemplo 38. Un nino de masa m = 45 kg se pesa en 
una bascula de resorte situada sobre una plataforma 
especial que se desplaza por un piano inclinado de 
angulo 0= 30° como muestra la figura (no hay 
rozamiento entre la plataforma y el piano inclinado). 
^Cual sera la lectura de la bascula en estas 
condiciones? 



Solucion. 

Sea M la masa del conjunto nino - cuna., y a la 
aceleracion con la que desliza hacia abajo el 
conjunto. 



Mg sen 30° 


Aplicando la segunda ley de Newton al conjunto nino 
- cuna. 


^F /f = Ma => Mgsen30°=Ma =^> 


a = gsen30°= y 


1 

La aceleracion del conjunto es a = —g 

Solucion en una referenda inercial. 

Sobre el nino actuan: su peso mg y la reaccion Ff en 
el apoyo. La indicacion de la bascula el valor de la 
normal. 



Aplicando la segunda ley de Newton al DCL del 
nino. 


^ j F x =F f -ma cos 30° =0 (1) 

^ F y = N - mg + masen30° = 0 (2) 


de (1) 
de (2) : 


F t = 45 


g 


( 


v 2 y 


= 191# 


N = mg - masen30°= 45 




= 33,45 Kg. 

Siendo N la cantidad que marca la bascula. 


Solucion en una referenda no inercial . 
Seleccionemos una referencia con origen O' (x \y ’) en 
un punto de la plataforma. El nino esta en reposo 
sobre la plataforma. 



Aplicando la segunda ley de Newton al DCL del 
nino. 

y ^ J F x —F f =macos30° (1) 

^F y = N - mg = -masen30° (2) 


de (1) 
de (2) = 


F r = 45 


g 


f uN 


V 2 y 


N = mg - masen30°= 45 


= 191# 


#1 


= 33,45 kg 

Siendo N la cantidad que marca la bascula. 


Ejemplo 39. Un ascensor de masa total 3 M es 
levantado bajo la accion de una fuerza F. El piso del 
ascensor esta inclinado un angulo 6, con respecto a 
la horizontal. Ademas, un bloque de masa M se apoya 
sobre el centro del piso rugoso del ascensor (con 
coeficiente de friccion estatica //). 

a) Hallar la aceleracion del ascensor. 

b) Haga el diagrama de cuerpo libre de la masa M. 

c) iC ual es el valor maximo de F para que el bloque 
dentro del ascensor no resbale respecto del piso del 
ascensor? 

d) Si el ascensor pierde contacto con la fuerza F y 
empieza a caer libremente, calcule el valor de la 
fuerza normal entre el bloque y el piso del ascensor, y 
la fuerza de friccion sobre el bloque. 

Solucion. 

a) Para hallar la aceleracion del ascensor. 
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F - 3Mg - Mg = (3 M + M)a 
F-4Mg F 


a = 


~g 


4 M 4 M 

b) Diagrama de cuerpo libre de la masa M. 



c) Para que el bloque dentro del ascensor no resbale 
respecto del piso del ascensor se debe cumplir 


M{g + a) sen<9 < juM(g + a)cos 6 
=^> /u > tan 0. 


Como a depende de F, y a esta en miembros de la 
igualdad, el que el bloque resbale dentro del ascensor 
solamente depende del coeficiente de friccion. 

d) Si el ascensor pierde contacto con la fuerza F y 
empieza a caer libremente, 

N= 0, por lo tanto F f = 0 

DINAMICA DEL MOVIMIENTO CIRCULAR 

La primera ley de Newton dice que un objeto 
permanecera en movimiento uniforme en linea recta 
con velocidad constante o en reposo si no actua una 
tuerza sobre el. Entonces cuando un objeto se mueve 
en trayectoria circular, debe haber una fuerza sobre el 
cambiandole la trayectoria recta. Esta fuerza puede 
ser proporcionada por la tension en una cuerda, para 
un objeto que se hace girar en una circunferencia 
horizontal al extremo de una cuerda; por la fuerza de 
la gravedad para un satelite orbitando la tierra. 

Los objetos en movimiento circular no estan en 
equilibrio, debe haber una fuerza resultante, de otro 
modo solo habria un movimiento en linea recta. 

FUERZA CENTRIPETA. 

Una particula que se mueve sobre una trayectoria 
circular de radio R con rapidez constante, se 
encuentra sometida a una aceleracion radial de 
magnitud v 2 /R. Por la segunda ley de Newton, sobre 
la particula actua una fuerza en la direccion de hacia 
el centro de la circunferencia, cuya magnitud es: 

2 

E, V 

r r = ma r =m — 

c c R 


Por ser proporcional a la aceleracion centripeta, la 
fuerza F c se llama fuerza centripeta. Su efecto es 

cambiar la direccion de la velocidad de un cuerpo. Se 
puede sentir esta fuerza cuando se hace girar a un 
objeto atado a una cuerda, ya que se nota el tiron del 
objeto. Las fuerzas centripetas no son diferentes de 
otras fuerzas ya conocidas, su nombre se debe a que 
apunta hacia el centro de una trayectoria 
circunferencial. Cualquiera de las fuerzas ya conocida 
pueden actuar como fuerza centripeta si producen el 
efecto correspondiente, como ser la tension de una 
cuerda, una fuerza de roce, alguna componente de la 
normal, la fuerza gravitacional en el caso de 
movimientos de planetas y satelites, etc. 

Ejemplo 40. Un cuerpo de masa m, sujeto al extremo 
de una cuerda de longitud L , que describe una 
trayectoria circular en el piano horizontal, genera una 
superficie conica, por lo que se llama pendulo conico. 
Determinar la rapidez y el periodo de revolucion de la 
masa. 



Solucion. 

La particula esta sometida a una aceleracion 
centripeta, y la fuerza centripeta correspondiente esta 
dada por la componente de la tension de la cuerda en 
direccion radial hacia el centro de la circunferencia. 
El D. C. L. de la masa m. 



Aplicando la segunda ley de Newton: 

=> T cos a - mg = 0 
=> Tcosa = mg (1) 

y Tj F * =ma 

V 2 

Tsen a = ma = m — (2) 

r 

Dividiendo (2) entre (1): 

V 2 2 

tan a = — =^> v = rg tan a 
rg 
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De la geometria de la figura, r = Lscna , 
reemplazando se obtiene la rapidez de m: 

v 2 = (Zsena)gtana 
=^> v = ^Lg tan a sen a 


Para calcular el periodo T, esto es el tiempo que 
demora en dar una vuelta. 

Se sabe que 

Ax = vA t , con Ax = 2jir , entonces: 


At = 


2 7JT 


V 


2ttL sen a 
^Lg tan a sen a 


= 2 n 


Lcosa 


g 


T = 2n 


Lcosa 


g 


Ejemplo 41. Una bola de masa m, atada al extremo 
de una cuerda se hace ir en un piano horizontal 
formando una circunferencia de radio R. Si tiene una 
velocidad angular CO , ^cual es la tension en la 
cuerda? 



Solucion. 

La figura muestra el D.C.L. 



Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m . 
^ F n =ma c => -T = -mRco 2 

^ F t =ma t => 0 = mRa 

La tension en la cuerda es T = mRco 2 . La fuerza 
tangencial es cero y la aceleracion tangencial a 
tambien es cero, ya que la velocidad angular es 
constante. 

Ejemplo 42. Resolver el problema anterior pero en 
el caso que el giro sea en el piano vertical. 


/ 


/ 




l g 


Solucion. La figura muestra el D.C.L. 



_ 

Aplicando la segunda ley de Newton. 

^ F n =ma c - T - mgscnG =-mRco 2 

^ F t = ma t => - mg cos 6 = mRa 
La tension en la cuerda es 
T = mRco 2 - mgsen# 

La fuerza tangencial es — mg COS 6 y la aceleracion 
angular es 


a = 


g_ 

R 


cos 6 


Como a = 
diferencial: 

d 2 e 


cCe_ 

dt 


, obtenemos la ecuacion 


= -—cos 6 


dt R 

cuya solucion esta fuera del alcance de este curso. 
Pero podriamos encontrar la tension y fuerza 
tangencial para posiciones determinadas, es decir 
para valores dados de 0. 

|T = mRco 1 

\F, = ~mg 

\T = mRco 2 - mg 

[^=0 

\T = mRco 2 

= mg 

j T = mRco 2 + mg 
\F t =0 
[r = mRco 2 
1 F t = ~ m S 


Para 6 = 0° < 


Para 6 = 90°« 


Para 6 = 180°< 


Para 0 = 270° 


Para 6 = 360° 
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90 * 



270 * 


Ejemplo 43. Un pequeno bloque de masa m se 
desliza sobre una superficie lisa circular de radio R 
como se muestra en la figura. (La pista esta sobre un 
piano vertical y g = aceleracion de la gravedad) 

a) Trace el diagrama de cuerpo libre del bloque 
cuando se encuentra en "A" y muestre (dibujando los 
vectores) la direccion de la fuerza resultante y su 
aceleracion. 

b) Cuando esta en M A", ^su rapidez aumenta o 
disminuye? (Justifique) 

c) Si en "B" su velocidad es nula, /,cual es la 
trayectoria que seguira la masa m? 

d) Si en "B" su velocidad es gR , ^que trayectoria 
seguira la masa m? 



Solucion. 

a) Trace el diagrama de cuerpo libre del bloque 
cuando se encuentra en "A” y muestre (dibujando los 
vectores) la direccion de la fuerza resultante y su 
aceleracion. 




b) Cuando el bloque esta en A se dirige a B, su 
velocidad es en el sentido antihorario y su aceleracion 
en el sentido horario. Luego su rapidez disminuye. 

c) Si en "B" su velocidad es nula, ^cual es la 
trayectoria que seguira la masa m? 

B 


N + mg = ma c 



Si v = 0, el valor de N es negativo, lo que no permite 
al bloque sostenerse sobre la circunferencia, por 
consiguiente el bloque caera verticalmente. 

d) Si en "B" su velocidad es gR , ^que trayectoria 


seguira la masa m? 

N = -mg + m — 


N = -mg + m 


gR 

R 


= 0 , 


el bloque tiene suficiente velocidad para seguir en la 
trayectoria circular. 


Ejemplo 44. Un avion describe un rizo (un camino 
circular en un piano vertical) de 150 m de radio. La 
cabeza del piloto siempre apunta al centro del rizo. La 
rapidez del avion no es constante; es minima en el 
cenit del rizo y maxima en el nadir. 

a) En el cenit el piloto experimenta ingravidez. ^Que 
rapidez tiene el avion en ese punto? 

b) En el nadir, la rapidez del avion es de 280 km/h. 
iQue peso aparente tiene el piloto aqui? Su peso real 
es de 700 N. 

Solucion. 

a) Si el piloto siente ingravidez, esta en caida libre, y 

v 2 

a = g = — , luego 
R 

v = jRg =7(150X9,80)= 38,3 m/s, o 
138 km/h. 

b) El peso aparente es la suma de la fuerza neta hacia 
adentro (arriba) y el peso del piloto, o 

2 

V 

P'= P + ma = P + m — 

R 

Aqui: 

P = 700N 


P 700 

m = — =- =71,43 kg 

g 9,8 

v = 280 km/h = 77,6 m/s 
R= 150 m 
Luego: 


P'= 700 + 71,43 


77,6 

150 




= 3579 N 
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Ejemplo 45. Una particula de masa m que esta unida 
al extremo de un cable de longitud £, cuyo otro 
extremo esta fijo, se mueve en un piano vertical, a 
partir de un punto A tal que el cable forma con la 

vertical un angulo # 0 , iniciando el movimiento con 
velocidad cero. Determinar: 

a) La velocidad de v de la esfera en funcion de 0 . 

b) La tension del cable en funcion de 6 . 

c) La aceleracion a en funcion de 6 . 



Solucion. 

En la referenda de origen O, la esfera recorre una 
circunferencia de radio £ con velocidad variable v(t). 
Las componentes intrinsecas la aceleracion son: 

dv v 2 


dt 


£ 


Sobre la masa m actuan la tension del cable T y su 
peso mg . 


De la segunda ley de Newton en componentes h y t 
se tiene: 

y^ j F t =ma t =^> mgsen# = ma t 

^ F n =ma n =^> T -mg cos # = ma n 

a) Para la componente tangencial se tiene: 

mgsen# = m — 
dt 


ds dv 
dt ds 


= gsen# 


=^> vdv = gsen# ds = gsen# £d6 
Integrando y teniendo en cuenta las condiciones 
iniciales queda 

v 2 = 2gf(cos# 0 - cos #) 

v = 2gf(cos# 0 - cos#) 

b) Para la componente normal: 

T - mg cos 0 = m V ^ = 2mg(cos # 0 - cos 0) 

La tension del cable es 
T = mg( 2 cos # 0 - 3 cos 0) 

c) De las ecuaciones anteriores se tiene la 
aceleracion: 


a = a t t + a n h 


a t = gsen#, 

T - mg cos 6 = ma n = 2mg(cos # 0 - cos 6 ) 

a n =2g(cos# 0 - cos#) 

Ejemplo 46. Una particula de masa m se encuentra en 
el polo de una semiesfera de radio R , la cual esta 
apoyada sobre una superficie horizontal. Desplazada 
ligeramente de su posicion de equilibrio, la particula 
desliza sobre la superficie, la cual se supone lisa. 
Determinar: 

a) La velocidad v de la particula en funcion del 
angulo 6 que forma su radio posicion con el radio 
inicial. 

b) El valor de la normal N en funcion de 6. 

c) El valor de 6\ en el instante en que la particula se 
despega de la superficie. 

Solucion. 



En la referenda de origen O, la particula m tiene un 
movimiento circular no uniforme de radio R. Las 
componentes de la aceleracion son: 

dv v 2 


a , = 


dt 


R 


Sobre la masa m actuan el peso mg y la reaccion en 
el apoyo N. 

Aplicando la segunda ley de Newton: 

^F t = ma t mgsen# = ma t 

^ F n =ma n ^> N-mgcosd =-ma n 


a) De la componente tangencial se tiene: 

^ dv ds dv 

mgsen# = m — -= gsen# 

dt dt ds 


=^> vdv = gsen# ds = Rgsmd d6 
Integrando y teniendo en cuenta las condiciones 
iniciales queda 

v 2 = 27?g(l-cos#) 

Finalmente: 

v = ^ j2Rg(\ - cos #) 

b) De la componente normal se tiene: 

N = mgcos# - ma n 


mgcos # - m — = mg cos # - 2mg(l - cos #) 
R 

La normal es TV = mg(3 COS # — 2) 

c) La masa m deja de estar en contacto con la 

superficie cuando N= 0 
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N = mg (3 cos 6 - 2) = 0 

=> cos 0 = — => 0 = 48,19° 

3 

Ejemplo 47. En un parque de diversiones hay un 
cilindro grande vertical, de radio R que rota alrededor 
de su eje, con velocidad angular constante CO . 
Explicar como es posible que las personas que estan 
dentro, al retirarseles el piso permanezcan “pegadas” 
a la pared interior del cilindro. 



Solucion. 



La figura muestra el D.C.L del hombre. 



mg 


Aplicando La segunda ley de Newton: 

Como el hombre no cae, radialmente esta en reposo 
(.R = constante) 

^F r = ma c => - TV = -mco 2 R 
^F z = 0 => mg- /jN = 0 
De estas ecuaciones: mg — jumco 1 R 

y CO - ** 

jLiR 

Esto quiere decir que para que suceda el efecto de 
suspension de las personas, la velocidad angular CO 
tiene que tener un valor relacionado con el radio R y 
el coeficiente de friccion // . 

Ejemplo 48. En la tornamesa mostrada en la figura el 
bloque de masa m x descansa sobre el bloque de masa 


m 2 . Los bloques estan a la distancia R del eje de 
rotacion. El coeficiente de rozamiento estatico entre 
las masas y entre m 2 y la tornamesa es JU 
Considerando el rozamiento y la masa de la polea 
despreciables, encontrar la velocidad angular de la 
tornamesa para la cual los bloques justamente 
comienzan a resbalar. 




1-—i?— 




Solucion. 

En este problema todo depende de tomar 
correctamente la direccion de la fuerza de friccion 

entre m x y m 2 . Consideremos m 2 > m x , por lo 
tanto m 2 tendera a mo verse hacia afuera, jalando a 

m x hacia adentro. La fuerza de friccion actuara en 
oposicion a su movimiento relativo. 

La figura muestra los D.C.L. de los componentes del 
sistema. 



Aplicando la segunda Ley de Newton 

=ma z ,Y J F r= ma r y Y, F > = ma t 

A la masa m x : 

N x - m x g = 0 , - T + F x = -m x co 2 R , F t = 0 
A la masa m 2 : 

N 2 -N t -m 2 g = 0, 

-T - F l - F 2 = -m 2 co 2 R , F t = 0 
De las ecuaciones obtenemos: 

N l = m 1 , N 2 = (m l + m 2 )g 
F x < /jm x g, F 2 < /u{m x + m 2 )g 
y 2F X + F 2 = (m 2 - m x )oj 2 R 
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Como CO puede incrementarse hasta que F x y F 2 
alcancen sus valores maximos 
2 jum x g + ju{m l + m 2 )§ = i m i -wii)a> 2 R 
Finalmente 

//(3 m, + m 2 ) 

m 2 ~ m \ ) 



Ejemplo 49. i Como afectara la rotacion de la tierra 
al peso aparente de un cuerpo en el ecuador? 

Solucion. 

La figura muestra la situacion de un cuerpo situado 
en la linea ecuatorial 



Aplicando la segunda ley de Newton 

Vf = ma 7 =^> F ' = 0 

'Y' J F r = ma r =^> N - mg = -mco 2 R 

Ys F t = ma t ^> F t = 0 

El peso de la masa es representado por la reaccion N 

N = mg - mco 2 R 

Para tener una idea de cuanto afecta la rotacion de la 
tierra es necesario hacer el calculo numerico para esta 
consideracion: 

El radio de la tierra en el ecuador: R = 6,378 x 10 6 m 
La velocidad angular de la tierra 

In rad „ ^ ,^_ 5 rad 

co = -= 7,27x10 5 - 

24x3600 s s 

La aceleracion de la gravedad en el 
Ecuador: g = 9,780490 m/s 2 

Jn 

Porcentaje =-x 100 = 0,34% 

g 


CURVAS EN LAS PISTAS. 


Para un cuerpo como un vehiculo o un vagon de tren 
que se mueven describiendo una trayectoria curva de 
radio r, sobre el vehiculo debe actuar una fuerza 
centripeta para evitar que continue moviendose en 
linea recta y se saiga de la pista; esta es la fuerza para 
hacer que el vehiculo gire por la pista curva. 

La fuerza centripeta necesaria la da el roce de las 
llantas o las pestanas de las medas del tren. 



Curvas sin peraltar 

En estos casos la fuerza de rozamiento es la que nos 
proporciona toda la componente normal que servira 
para tomar la curva. Siempre que tengamos que esta 
es mayor que la aceleracion normal el automovil sera 
capaz de tomar la curva, es decir, el caso limite se 
alcanza cuando 

F = ma r = m — 

R 

Ejemplo 50. ^Cual es la velocidad a que puede ir un 
automovil por una curva sin peralte, de radio R , sin 
derrapar?, el coeficiente de rozamiento entre las 
medas y el suelo vale ju. 

Solucion. 


| R 

a* . 



=ma c H F V =0 a c = V R 

v 2 r~ 

F f = juN = /umg = m — =^> v = ^jjUgR 
R 

Ejemplo 51. El ciclista tiene que inclinarse al 
desplazarse por una pista circular (o para pasar por 
una curva), Encontrar la relacion de la velocidad con 
el radio de curvatura, el angulo de inclinacion y jd 
coeficiente de friccion. 



Solucion. 
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a *=g 


Aplicando la segunda ley de Newton: 

N - mg = 0 

2 


Z F_ = ma . 

z z 


Yj F r =mCl r 


juN = m 


v 

R 


De las ecuaciones obtenemos 

N = mg y jumg = m — 

R 


Finalmente V = /UgR 

Del D.C.L. tambien obtenemos: 

tan 6 = = ]u 

N 

Esto quiere decir que si el motociclista al realizar una 
curva no se reclina y el piso no es lo suficientemente 
aspero (friccion), este caera. 

Curvas peraltadas sin rozamiento 

Para no tener que confiar en el roce o reducir el 
desgaste de los rieles y pestanas, la carretera o la via 
pueden inclinarse, como en la figura. En este caso la 
componente de la normal dirigida hacia el centra de 
curvatura proporciona la fuerza necesaria para 
mantener al movil en la pista. A la inclinacion de la 
pista o via se le llama angulo de peralte, 0 . 




En estos casos se toma la proyeccion de la normal 
sobre la horizontal como causante de la fuerza 
centripeta. Este caso se tiene, que: 

v 2 

m — 2 

tan 6 = —— = 

mg Rg 

Siendo 0 , la inclinacion de la carretera. 


Ejemplo 52. /,Cual es la velocidad a que puede ir un 
automovil por una curva con peralte, de radio R, sin 
derrapar, el peralte es de 6 grados? 

Solucion. 


R 



^F/i = ma c cos 6 
=> v = ^gR tan# 


mgsen# = m 


R 


Curvas peraltadas con rozamiento 

Este es un caso bastante mas complejo de analizar. 

Ejemplo 53. ^Cual es la velocidad a la que puede ir 
un automovil por una curva con peralte, de radio R, 
para que no se deslice hacia el exterior, el coeficiente 
de rozamiento entre las ruedas y el suelo vale //., el 
peralte es de 6 grados? 

Solucion. 

I-- R - 



= ma c cos 6 


mgscnO + juN = m—cos0 

_ v 2 

2^F ± = 0 N-mgcosd = m—send 

R 

^2 

N = mgcos6 + m —sen# 

R 


mgsenO + ju 


mg cos 0 + m — sen# 
R 


A v 2 

= m — cos# 
R 


2 2 

V V 

mgsen# + jumg cos # + jurn — sen# = m — cos # 
R R 

mg(sen# + // cos #) = m — (cos#-//sen#) 

R 


v = 


gR 


(sen# + //cos d) 

(cos6>-/«en^) 
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v= gR 


(tan # + ju) 
(l - // tan #) 


Para que no se vaya 


Ejemplo 54. ^Cual es la velocidad a laque puede ir 
un automovil por una curva con peralte, de radio R, 
para que no se deslice hacia el interior, el coeficiente 
de rozamiento entre las ruedas y el suelo vale //., el 
peralte es de 6 grados? 

Solucion. 

I- R - ■ 



=ma c cos/9 =4> 

2 

mgsenO-juN = m—cosd 

2 

/ F, = 0 TV-mg cos/9 = m—sen/9 

R 

2 

V 

=> N = mg cos $ + m — send 
R 


mgsen# - ju 


mg cos 6 + m — sen 6 
R 


= m — cos 0 
R 


2 2 

V V 

mgsen/9 - jumg cos 6 - jlcm — sen/9 = m — cos 0 

R R 


m 


g(sen#-//cos#)= m —(cos# + //sen #) 
R 


v= gR 


V = 


(sen# - //cos#) 

(cos# + //sen#) 

(tan#-//) 

gR 7 v Para que no se caiga 

s (l + //tan#) 


La velocidad debe de estar entre esos valores para 
permanecer en la carretera. 


gR 


(tan# + /u) 
(l - //tan#) 


> v > gR 


(tan#-//) 
(l + // tan #) 


MOVIMIENTO EN MARCOS DE 
REFERENCIA NO INERCIALES 

Hasta este momento nuestro estudio de mecanica 
clasica lo hemos realizado en sistemas de referenda 
que estan en reposo o con movimiento con velocidad 
constante con respecto a un sistema considerado en 
reposo. A este conjunto de marcos de referencia se le 


conoce como MARCOS DE REFERENCIA 
INERCIALES. 

En los problemas trabajados hasta esta parte el primer 
paso era dibujar un sistema de coordenadas. Elegimos 
un sistema fijo a tierra, pero no pusimos atencion al 
hecho que la tierra no es un marco inercial debido a 
que la tierra al viajar en su orbita casi circular 
alrededor del sol experimenta una aceleracion 
centripeta hacia el centro de la tierra. Sin embargo, 
estas aceleraciones son pequenas comparadas con la 
aceleracion de la gravedad y a menudo se pueden 
despreciar. En la mayoria de los casos se supondra 
que la tierra es un marco inercial. 

Ahora veremos como cambian los resultados cuando 
se trabaja en un MARCO DE REFERENCIA NO 
INERCIAL, que es el nombre que se da a un marco 
de referencia acelerado. 


MARCO CON MOVIMIENTO DE 
TRASLACION NO UNIFORME. 

Consideremos los sistemas S y S’ tal como se 
muestra en la Figura siguiente. El sistema S es 
inercial y el sistema S’ se mueve con respecto a S con 

aceleracion constante A = Ai , tal que 

D = —At 2 . 

2 



De la figura obtenemos que la posicion de la particula 
P es: 


1 2 

x = x'+ — At , y = y', z = z' 

1 2^ 

r = r'-\—At i 

2 

Derivando con respecto al tiempo encontramos 

V x= V \'+ At ’ V y = V 'y’ V z = v 'z- 


v = v'+ Ati 

Derivando nuevamente encontramos 

<*x = a 'x +A ’ a y = a '/’ a z =«'*• 

-> -> ^ -» -> 

a = a'+ Ai o a = a'+ A 

Si la particula P tiene una masa m y aplicamos la 
segunda ley de Newton del movimiento en el sistema 
inercial S obtenemos 

F = ma 

Donde P es la suma de todas las fuerzas de 
interaccion que actuan sobre las particulas. 

Para relacionar con el sistema no inercial S’ 


34 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 
























www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Dinamica de una particula 


Hugo Medina Guzman 


f - 


a'+ Ai o m a y — F— in A 


F = m 


Aqui vemos que para que el observador segun S’ 
pueda aplicar la segunda ley de Newton debemos 

-» 

introducir una fuerza extra F A a la llamaremos 
fuerza de arrastre y debemos incluirla en los 
diagramas de fuerzas: 


F a = -m A 


ma' = F+ F a 

De este modo, en el sistema S’: 

Donde F } es la suma de las fuerzas reales mas la de 
arrastre 

F f = F+ F, 


Recalquemos el caracter ficticio de F A . Para aplicar 
una fuerza real sobre un cuerpo debemos ponerlo en 
interaccion con otro, de manera que, segun la tercera 

-» 

ley de Newton, si A ejerce una fuerza sobre B, F AB , 

—> 

a su vez B ejercera una fuerza sobre A, F BA , tal que 


A 


f ab = 


BA • 


Ahora, ^es la reaccion de la fuerza de arrastre?, ^cual 
es el otro cuerpo que esta ejerciendo la fuerza ?. No 
existe tal cuerpo, la fuerza no tiene reaccion, es una 
fuerza ficticia que agrega un observador ubicado en 
un sistema acelerado (respecto a uno inercial) para 
justificar los fenomenos que observa. 

Ejemplo 55. La fuerza para estirar o comprimir un 
resorte es proporcional a su deformacion lineal, 

F = —kA£ , donde k es la constante del resorte y el 
signo menos significa que la fuerza es en oposicion a 
la deformacion. Si sobre una mesa sin friccion que se 
encuentra en un vagon se coloca una masa. m sujeta 
a un resorte de constante k y largo t , como se 
muestra en la figura. El tren arranca con una 
aceleracion A que se mantiene constante en la 
direccion x. Calcular la deformacion del resorte desde 
el punto de vista del observador en tierra y desde el 
punto de vista del observador en el vagon. 



| jTrmTmr] 

1 

A 

A 





Solucion. 

Observador en tierra: 

La figura muestra el D. C. L. de la masa m. 


F F 




F F 


El observador ve que el resorte se estira A£ . La 
fuerza es 

F = kAi 

Aplicando la segunda ley de Newton: 

Z F r = ma x kA£ = mA 

X X 

A n mA 

=> A£ = - 

F 

Observador en el vagon: 

La figura a continuacion muestra el D.C.L. de la masa 
m que no se mueve para el observador en el vagon. 
Como es sistema no inercial tenemos que aplicar la 
fuerza ficticia — mA . 


mA 


F= 





Aplicando la segunda ley de Newton 

= 0 => - mA = kAl 
mA 
F 


A£ = 


Ejemplo 56. Analizar el caso de masa m colgada 
mediante un hilo del techo de un vagon, que se 
mueve con una aceleracion A. 

a) Desde el punto de vista de un observador en tierra 
(S). 

b) para un observador dentro del vagon (S’). 

v' 



Solucion. 

a) Para un observador en S: 
El D.C.L. de la masa m 



Aplicando la segunda ley de Newton: 

^ F x =ma x => Tsen6 = mA (1) 

^ F y = 0 T cos 6 -mg = 0 

T cos 6 = mg (2) 

Dividiendo (1): (2) 
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tan 9 = 

g 

b) Para un observador en S’ 
El D.C.L..de la masa m 



Aplicando la segunda ley de Newton 

= 0 =^> TsenO - mA = 0 
=^> Tsen# = mA = 0 (1) 

^ Fy = 0 =^> T cos 6 - mg = 0 

=^> T cos 6 = mg (2) 

Dividiendo (1): (2) obtenemos: 

„ A 
tan 0 = 

g 

Ejemplo 57. Desde el techo de un carrito de juguete 
cuelga una masa m unida al cielorraso mediante una 
cuerda ideal. El carrito se encuentra en el piso de un 
ascensor que sube con aceleracion g/2. A su vez el 
carrito tiene una aceleracion horizontal de magnitud g 
respecto al ascensor. Encuentre el angulo que forma 
la cuerda con la vertical, resuelva para un observador 
situado dentro del ascensor. 



Para un observador en el ascensor. 
El D.C.L..de la masa m 



Aplicando la segunda ley de Newton 

X F <- = ma *' 

=> Tsend = mg (1) 


^ F y , = 0 => T cos 6 - m 


g + 


g 


= 0 


=> T cos 8 = m g 
2 

Dividiendo (1) / (2) 


( 2 ) 


tan 0 = = — => 0 = 33,7° 

3 3 

2 g 

Ejemplo 58. Resolver el caso del peso del hombre 
en un ascensor cuando asciende con una aceleracion 
constante A, desde el punto de vista del hombre en el 
ascensor. 

Solucion. 



Aplicamos la segunda ley de Newton, 

= ma y , =^> TV - mg -ma = 0 

=^> N = m{g + a) 

El peso del hombre sera la reaccion N 
En caso de subir con aceleracion a: 

N = m(g + a) 

En caso de bajar con aceleracion a: 

N = m(g - a ) 


Ejemplo 59. El pasajero de un tren deja caer una 
piedra en diversos estados de movimiento del tren. 
Hallar la trayectoria de dicha piedra que ve el 
pasajero y la trayectoria vista por un observador en 
tierra. 

a) El tren acelera con aceleracion A constante. 

b) El tren frena con aceleracion A constante. 

Solucion. 

El tiempo en que la piedra esta en movimiento, es el 
mismo para todo sistema puesto que el movimiento 
vertical es independiente del horizontal. 


, 7 1 2 
y = y = h--gt 


, para y = 0 la piedra lega al 


piso: 

1 9 

h - gt = 0 t = 

2 


2 h 
g 


a) Cuando el tren va con aceleracion A, deja caer una 
piedra. 

Considerando que en el momento que suelta la piedra 
el tren tiene una velocidad v 0 . 
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Las ecuaciones del movimiento en el sistema S. 
Movimiento de la piedra 

X piedra = V 0^ 

Movimiento del tren 


x„ 


1 , 2 
= vJ + —At 
0 2 


La piedra cae a una distancia 

= = *** delude 


plomada. 

Observador en el tren 

La ecuacion del movimiento en el sistema S’ 
Movimiento de la piedra 


m A 

- © 


I 


Cr 

o 


X 


piedra 


1 

2 




1 . 2 

La piedra cae a una distancia Ax = — At , detras 
del punto de plomada. 

El grafico siguiente muestra el moviendo visto por un 
observador en el sistema S y en el sistema S’. 



--- -A 

b) Cuando el tren desacelera con aceleracion^4, deja 
caer una piedra. 

Considerando que en el momento que suelta la piedra 


el tren tiene una velocidad v 0 . 



Las ecuaciones del movimiento en el sistema S. 
Movimiento de la piedra 

X piedra ~ V 0^ 

Movimiento del tren 


X „en = V ot~2 At 


La piedra cae a una distancia 
1 „ 2 

= — At , detras del punto de 


Ax = X, — X . r 

tren piedra 


plomada. 

Observador en el tren 

La ecuacion del movimiento en el sistema S’ 
Movimiento de la piedra 


Cr 


I 


mA 


O -► 


X 


piedra 


1_ 

2 


At 2 


A 1 . 2 

La piedra cae a una distancia Ax = — At , detras 
del punto de plomada. 

El grafico siguiente muestra el moviendo visto por un 
observador en el sistema S y en el sistema S’. 


y 

l 

tieiupo i® 0 


tLHU|}Q t 



V' 

*r 

l , 



hj cr 


o o 



| 

- - 

I 



MARCO DE ROTACION 

Veamos el caso de un marco de referencia que esta 
rotando con velocidad angular CO con respecto a otro 
marco de referencia. Supongamos que tenemos un 
objeto moviendose alrededor de un punto arbitrario; 
este es un caso especifico, sin embargo tiene todos los 
efectos en el. 

La posicion de la particula con respecto a un sistema 


inercial esta determinada por un vector r . 
Consideremos un nuevo sistema de coordenadas tal 
que siga al objeto, el nuevo origen esta determinado 

-» -» 

por R contenido en r tal que la posicion de la 


particula en este nuevo sistema esta ciada por r f . 



De la figura tenemos. 

r = 7?+ r f = Rf + r f t — (R + r f )f 

Derivando: 
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^ = 4( fi+r .y,4*±rO, + ( /i+r .) | 


dt dt 
df 

Como — = OOt 
dt 


dt 


dr dR dr' ( „ * 

-= — f + — f + {R + r)oot 

dt dt dt 


d r 
dt 


= V es la velocidad de la particula vista en el 


d r' 

sistema inercial y -= V es la velocidad de la 

dt 

particula vista en el sistema no inercial. 

Tal que 

v = — f + v'+ (R + r')cot 
dt 

Para encontrar la aceleracion es necesario derivar 
nuevamente: 


- r + (R + r')coi 


d 2 r 

_ d 2 

■(.R + r')f 

= d 

~d{R + r') 

dt 2 

'tit 2 

dt 

dt 


df 


dt _ 

-oof 

Como 


= C0t y 



dt 


dt 



d 2 r d 2 (R + r ')» d(R + r') , 

—^ ^— -r -\— - ’-cot 

dt dt dt 

+ + - ^ cot +(R + r')— t-(R + r')co 2 r 

dt v 7 dt 


Si la particula tiene una masa m y aplicamos la 
segunda ley de Newton en el sistema inercial 
-> -> 

F = ma 

-> 

donde F es la suma de todas las fuerzas de 
interaccion que actuan sobre la particula. 

Para relacionar con el sistema inercia! 

-> f -» -> > \ —> -» -> 


F = m 


o ma' = F-mA 


A 

V J 

Para que el observador pueda aplicar la segunda ley 
de Newton debemos introducir aqui tambien una 

-> 

fuerza extra F A y debemos incluirla en los 
diagramas de fuerzas 


F A — -m A 


-F Ar f+F At i 

dt 2 dt dt dt K ’ dt K J dt 


F Ar = ~m 


d 2 {R + r') 


Y F Ai = 2m 


dV 
d(R + r) 
dt 


~(R + r')co 2 


CD + 


(R + r')a 


De este modo, en el sistema no inercial 

F' = m a' = F+F a 

Recalquemos el caracter ficticio de F A Con el objeto 
de clarificar esta idea veamos dos casos especiales: 


d 2 (R + r') ^ d(R + r') , 

dt dt 

+ {R + r')at ~{R + r') 

d 2 (R + r ') / a 2 

—-—-—--[R + r')(D r+ 2 
dt 2 V 7 


I co 2 r 


d(R + r') 


dt 


(0 + 


(.R + r')a 


donde a = 


d 2 r 


dt 2 

vista en el sistema inercial y 

■“> d 2 r y 


es la aceleracion de la particula 


a - 


dt 2 

el sistema no inercial 
Llamando a 

~d 2 (R + r') 


es la aceleracion de la particula vista en 


dt 2 


(R + r')i 


ICO 


y A, =2 


d(R + r') 


dt 


co + 


(R + r')a 


Tenemos: A = A„f + A,i 


Tal que: a = a'+ A 


0 


a) El origen O’ rota con velocidad angular constante 
00 a una distancia constante b, tal 

R + r'=b ,R y r’ son constantes. 
d(R + r')_ d 2 (R + r') _ 

dt “ Y ~dd~ 
doo 

CD = constante, Ot — -= U 

dt 

Solo nos queda 

F\ r — m(R + r')co 2 ? = mbco 2 f 
Que es la fuerza ficticia del centro hacia afuera y se le 
da el nombre de FUERZA CENTRIFUGA, debemos 
insistir que solo aparece en el marco no inercial. 

b) El origen O’ rota con velocidad angular constante 
CO y tambien se esta alejando del origen fijo en O 

d( R + r') 
dt 

doo A 

Con esto, Ot =-= (J 

dt 

y nos queda 


con una velocidad constante V = 


F 4r = m{R + r'^co 2 ? 
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y F At = —2 mV cot 

Esta ultima fuerza ficticia, cuya direccion es 
transversal, se conoce como FUERZA DE 
CORIOLIS. 


Ejemplo 60. Un cuerpo de masa de masa m unido a 
un resorte de constante k y longitud t que gira con 
velocidad angular CO constante en un piano 
horizontal sin friccion. Se quiere calcular el 
estiramiento At del resorte. 



Solucion. 

Visto por el observador inercial. 

La figura muestra el D.C. L. de la masa 



Aplicando la segunda ley de Newton, el resorte estira 
At , luego su longitud es (t + At ) 

YjC = ma z > = ma r’Tj F t= mCl t 

Como: a z = 0 , a r = -co 2 (t + At), a t = 0 
Tenemos 

N - mg = 0 , - T = -mco 2 [t + At), F t = 0 

De aqui obtenemos: 

N = mg y T — mco 2 {t + At) 

Como T = kAt 


kAt = mco 2 (t + At) 


y 


At = 


mco 2 t 
k - mco 2 


Visto por un observador no inercial colocado en el 
centro de rotacion y girando con la misma velocidad 
angular. 



Aplicando la segunda ley de Newton: 


Y 1 F',=ma' : . 

Como a f z , = 0, a\, = 0, = mat v 

Tenemos 

N-mg = 0, -T + mco 2 {t + A t) = 0, F t = 0 
Como T = kAt 


— kAt + mco (t + At ) — 0 


At = 


mco 2 t 


k - mco 2 

Visto por un observador no inercial colocado sobre la 
misma masa Este caso es identico al caso anterior. 


Ejemplo 61. Se tiene una plataforma circular de 
radio R a la cual se le ha pintado un radio y gira con 
velocidad angular constante CO . Un hombre camina 
de afuera hacia adentro de la plataforma siguiendo la 
linea con una velocidad de modulo constante V. 
^Cual es la fuerza que la plataforma ejerce sobre el 
hombre, en funcion de su posicion? 



Aplicando la segunda ley de Newton: 

= ma r - R r =ma r -mrco 2 

jF t =ma t R t = m(-2vco + ar) 
Como: a r = 0 y a = 0: 

R r = mrco 2 y R t = -2 mvco 

R t es debido a la aceleracion de coriolis. 

R r es el sentido indicado en la figura y R t en el 
sentido contrario. 
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PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. Sobre una particula de masa m que parte del 
reposo en origen de coordenadas. actua una fuerza 

F = ( 2 / + 3j ) Despues de 10s la posicion de la 
particula viene dada por las coordenadas (3m; 4,5 m). 
^Cual es su masa? 

Respuesta. m = 33,3 kg. 

2 Hallar las fuerzas que actuan sobre cada una de las 
seis barras rigidas de peso despreciable. Si estan 
unidas mediante pivotes lisos y cada una de las barras 
cortas tiene una longitud £ . 


Respuesta. 20N opuesta a la velocidad. 


5. ^Que fuerza en adicion a F x = 4i N y F 2 = 
N debe aplicarse al cuerpo en la figura, tal que: 
a) no acelere? 


v 


b) tenga una aceleracion — 4 i m/s 2 




Respuesta. AD = DB = mg ; CB = CA = mg/2, BC = 
2 mg; CD = 0. 

CD se puede retirar y no pasa nada. 


x 

Respuesta. a) F = (- 4 i — 2j ) N, b) 

F = (- 16/ - 2 j) N 

6. /,Cual es la minima aceleracion con la que puede 
deslizarse hacia abajo un hombre de 75 kg por una 
cuerda que solo soporta una tension de 490N, ^Cual 
sera la velocidad de la persona despues de deslizarse 
la distancia de 20m? 

Respuesta. a = 3,27 m/s 2 ; v = 11,4 m/s 


3. Dos cubos de masa m estan unidos mediante una 
cuerda y uno de ellos esta sujeto al techo mediante 
otra cuerda igual. 

a) Si en el cubo inferior se hace presion suavemente 
hacia abajo. ^Cual de las cuerdas se rompera antes? 
^porque? 

b) Si la masa interior se golpea hacia abajo con un 
martillo, se rompe la cuerda de abajo ^porque? 

///////////// 



ZIL7 

_ V 

Respuesta. a) La cuerda superior debido a que la 
tension es mayor. 

b) La tuerza de reaccion inercial de la masa superior 
aumenta la resistencia frente a una aceleracion rapida. 

4. Una caja de 40 kg que esta resbalando en el piso 
disminuye su velocidad de 5 m/s a 2 m/s. Asumiendo 
que la fuerza sobre la caja es constante, encontrar su 
magnitud y direccion relativa a la velocidad de la 
caja. 


7. El libro de Fisica I, esta apoyado en el extremo 
superior de un resorte vertical, que a su vez esta 
‘parado’ sobre una mesa. Para cada componente del 
sistema libro-resorte-mesa-tierra: 

a) dibujar el diagrama de cuerpo libre, 

b) identificar todos los pares de fuerzas de accion y 
reaccion. 

8. De acuerdo con la leyenda, un caballo aprendio las 
leyes de Newton. Cuando se le dijo que tirara una 
carreta, se nego argumentando que si el tiraba la 
carreta hacia delante, de acuerdo con la tercera ley de 
Newton habria una fuerza igual hacia atras. De esta 
manera, las fuerzas estarian balanceadas y de acuerdo 
con la segunda ley de Newton, la carreta no 
aceleraria. ^Como podria usted razonar con este 
misterioso caballo? 

9. Dos alumnos de forestal ubicados en los bordes 
opuestos de un camino recto tiran a un carro por el 
camino, con fuerzas de 160 N y 200 N, que forman 
un angulo de 30° y 60° respectivamente, con la 
direccion del camino. 

Calcular la magnitud de la fuerza resultante y la 
direccion en la que se movera el carro. 

Respuesta. 256,IN,-21,3° 
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10. Una masa de 5kg cuelga de una cuerda de lm de 
longitud que se encuentra sujeta a un techo. Calcular 
la fuerza horizontal que aplicada a la masa la desvie 
30 cm de la vertical y la mantenga en esa posicion. 

Respuesta. 15,7 N. 

11. Tres fuerzas F x = (— 2 i + 2 j )n, 

F 2 = ^5/ — 3j )n y F 3 = (— 45/ )n que actuan 

sobre un objeto le producen una aceleracion de valor 
3 m/s 2 . 

a) ^Cual es la direccion de la aceleracion? 

b) ^Cual es la masa del objeto? 

c) Si el objeto esta inicialmente en reposo, calcular su 
velocidad despues de 10s? 

12. Una mano ejerce una fuerza horizontal de 5 N 
para mover hacia la derecha a dos bloques en 
contacto entre si uno al lado del otro, sobre una 
superficie horizontal sin roce. El bloque de la 
izquierda tiene una masa de 2 kg y el de la derecha de 
1 kg. 

a) Dibujar el diagrama de cuerpo libre para cada 
bloque. 

b) Calcular la aceleracion del sistema, 

c) Calcular la aceleracion y fuerza sobre el bloque de 
1 kg, 

d) Calcular la fuerza neta actuando sobre cada 
cuerpo. 

Respuesta. b) 5/3 m/s 2 , c) 5/3 m/s 2 , 5N, d) 5 N. 

13. Una fuerza F aplicada a un objeto de masa m\ 
produce una aceleracion de 3 m/s 2 . La misma fuerza 
aplicada a una masa m 2 produce una aceleracion 1 

m/s 2 . 

a) ^Cual es el valor de la proporcion 

b) Si se combinan m\ y m 2 , encuentre su aceleracion 
bajo la accion de F. 

Respuesta. a) 1/3, b) 0,75 m/s 2 . 

14. Dos bloques de masas My iMubicado a la 
derecha de M, que estan sobre una mesa horizontal 
lisa se unen entre si con una varilla de alambre 
horizontal, de masa despreciable. Una fuerza 
horizontal de magnitud 2 Mg se aplica sobre M hacia 
la izquierda. 

a) Hacer los diagrama de cuerpo libre. 

b) Calcular la aceleracion del sistema. 

c) Calcular la tension del alambre. 

Respuesta. b) 5 m/s 2 , c) 15Mg N. 

15. Dos paquetes se colocan sobre un piano inclinado 
como muestra la figura. El coeficiente de rozamiento 
entre el piano y el paquete A es 0,25 y entre el piano 
y el paquete B es 0,15. Sabiendo que los paquetes 
estan en contacto cuando se dejan libres, determinar: 

a) la aceleracion de cada paquete, 

b) la fuerza ejercida por el paquete A sobre el B. 

c) Resolver el problema invirtiendo las posiciones de 
los paquetes. 



16. Un bloque A de 100 kg esta unido a un contrapeo 
8 de 25 kg mediante un cable dispuesto como muestra 
la figura. Si el sistema se abandona en reposo, 
determinar: 

a) la tension en el cable. 

b) la velocidad de B transcurridos 3 s, 

c) la velocidad de A cuando ha recorrido 1,2 m. 



Respuesta. a) 302 N, b) 6,79 j m/s, c)-1,346 j m/s 

17. Determinar la aceleracion de cada uno de los 
bloques de la figura, ^Que bloque llega primero al 
suelo? 

m A = 5kg, m B = 15 kg, m c = 10kg 



<2b == -0,577 j m/s 2 , ac = -2,89 j m/s 2 
C llega primero. 

18. En la figura // = 0,45,5 kg . m A = 5 kg, m B = 
20 kg m c = 15 Kg. determinar la aceleracion de cada 
bloque. 
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a c = 0 


19. Determinar la aceleracion del cilindro B de la 
figura, si a) T= 1500 N, b )T= 4000 N. 



Respuesta. a) -3,11 j Nb)-9,81 j N 


20. Se tiene un sistema formado por tres bloques y 
una polea sin friccion. El bloque A tiene una masa de 
6,0 kilogramos y esta en una superficie aspera (// = 
0,40). El bloque C tiene una masa de 4,0 kilogramos. 
Una fuerza externa P = 80 N, se aplica verticalmente 
al bloque A, la que mantiene el sistema en equilibrio 
estatico segun como se muestra. 



a) ^Cual es la masa del bloque B? ^Cual es la fuerza 
de friccion sobre el bloque A? 

b) se quita la fuerza externa de 8,0 N. Las masas de 
los bloques B y C se ajustan, de modo el sistema siga 
en reposo tal como se muestra, pero estan justo por 
iniciar el movimiento. La masa del bloque A no se 
cambia. Las tensiones en las dos cuerdas verticales 
son: 

Respuesta. 

a) 3,1 kg 25.2 N 


b) 28 N y 37 N 

21. Pepe anda esquiando, cuando en algun momento 
sube 5 m deslizandose por la pendiente de un cerrito 
nevado en sus esquies, saliendo desde la cima 
ubicada a 3 m de altura respecto a la horizontal, con 
una rapidez de 10 m/s. El coeficiente de roce entre la 
nieve y los esquies es 0,1. 

a) Calcular la rapidez con la cual el esquiador 
comienza a subir la pendiente. 

b) Determine la distancia horizontal que vuela Pepe 
cuando sale de la punta del cerro. 

Respuesta. a) 13 m/s, b) 16,6 m. 

22. El bloque de masa m de la figura parte del 
reposo, deslizandose desde la parte superior del piano 
inclinado 30° con la horizontal. El coeficiente de roce 
cinetico es 0,3. 

a) Calcular la aceleracion del bloque mientras se 
mueve sobre el piano. 

b) Calcular la longitud del piano si el bloque sale con 
una rapidez de 5 m/s. 

c) Si el bloque cae al suelo a una distancia horizontal 
de 3 m desde el borde del piano, determine el tiempo 
total del movimiento. 



Respuesta. a) 2,4 m/s 2 , b) 5,2 m, c) 2,8 s. 

23. En el sistema de la figura, se aplica una fuerza F 
sobre m. El coeficiente de roce es ju entre cada cuerpo 
y los pianos. Deducir la expresion de la magnitud de 
F para que el sistema se mueva: 

a) con rapidez constante, 

b) con aceleracion a constante. 



Respuesta. b) 

Mg(//cos cr + sencr) + jumg + a{m + M\ 


24. En el sistema de la figura, la fuerza F paralela al 
piano inclinado empuja al bloque de masa m 
haciendolo subir una distancia D sobre el piano, de 
coeficiente de roce ju. Calcular en funcion de m, F, g, 
D, juy a, la aceleracion del bloque. 
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25. Una fuerza F se aplica a un pequeno bloque de 
masa m para hacerlo moverse a lo largo de la parte 
superior de un bloque de masa My largo L. El 
coeficiente de roce es ju entre los bloques. El bloque 
M desliza sin roce en la superficie horizontal. Los 
bloques parten del reposo con el pequeno en un 
extremo del grande, como se ve en la figura. 

a) Calcular la aceleracion de cada bloque relativa a la 
superficie horizontal. 

b) Calcular el tiempo que el bloque m demora en 
llegar al otro extremo de M, en funcion de L y las 
aceleraciones. 



Respuesta. a) (F- iJmg)/m, iJmg/(m+M), 
b) [2L/(a r a 2 )] ,/2 . 

26. Un bloque de masa M se ubica sobre un pequeno 
piano inclinado un angulo a sin roce, que tiene su 
extremo inferior fijo a un eje vertical que puede girar. 
En algun momento el eje gira con el piano con 
rapidez constante. 

Demostrar que si la masa asciende desde la base del 
piano, su rapidez cuando ha subido una distancia L es 

v = JgL sencr . 

27. Una fuerza dependiente del tiempo, 

F = (&’ — 4(/) N (donde t esta en segundos), se 
aplica a un objeto de 2 kg inicialmente en reposo. 

a) ^En que tiempo el objeto se movera con una 
velocidad de 15 m/s? 

b) que distancia esta de su posicion inicial cuando 
su velocidad es 15 m/s? 

c) ^Cual es la posicion del objeto en este tiempo? 
Respuesta. a) 3s, b) 20,1m, c) (\ 8/ — 9y) m 

28. Una arana de 2 x 10" 4 kg esta suspendida de una 
hebra delgada de telarana. La tension maxima que 
soporta la hebra antes de romperse es 2,1 x 10" 3 N. 
^Cual es la aceleracion maxima con la cual la arana 
puede subir por la hebra con toda seguridad? 
Respuesta. 0,5m/s 2 . 

29. Los instrumentos de un globo meteorologico 
tienen una masa de 1 kg. 

a) El globo se suelta y ejerce una fuerza hacia arriba 
de 5 N sobre los instrumentos. ^Cual es la aceleracion 
del globo y de los instrumentos? 

b) Despues de que el globo ha acelerado durante 10 
segundos, los instrumentos se sueltan. ^Cual es 
velocidad de los instrumentos en el momento en que 
se sueltan? 

c) ^cual es la fuerza neta que actua sobre los 
instrumentos despues de que se sueltan? 

d) ^En que momento la direccion de su velocidad 
comienza a ser hacia abajo? 


30. Sobre el planeta X un objeto pesa 12 N. En el 
planeta Y, donde la magnitud de la aceleracion de 
caida libre es l,6g, el objeto pesa 27 N. ^Cual es la 
masa del objeto y cual es la aceleracion de caida libre 
en el planeta X? 

Respuesta. 1,7 kg, 7m/s 2 . 

31. Dos bloques de 1 y 2 kg, ubicados sobre pianos 
lisos inclinados en 30°, se conectan por una cuerda 
ligera que pasa por una polea sin roce, como se 
muestra en la figura. Calcular: 

a) la aceleracion de cada bloque, 

b) la tension en la cuerda. 

c) si la aceleracion cuando los pianos son rugosos 
fuera Vi de la calculada en ese problema, calcular: el 
coeficiente de roce y la tension en la cuerda. 



32. Un trineo de 50 kg de masa se empuja a lo largo 
de una superficie plana cubierta de nieve. El 
coeficiente de rozamiento estatico es 0,3, y el 
coeficiente de rozamiento cinetico es 0,1. 

a) ^Cual es el peso del trineo? 

b) ^Que fuerza se requiere para que el trineo 
comience a moverse? 

c) ^Que fuerza se requiere para que el trineo se 
mueva con velocidad constante? 

d) Una vez en movimiento, ^que fuerza total debe 
aplicarsele al trineo para acelerarlo a 3 m/s 2 ? 

33. La masa m x sobre una mesa horizontal sin friccion 
se conecta a la masa m 2 por medio de una polea movil 
y una polea fija sin masas. Si a x y a 2 son magnitudes 
de las aceleraciones de m x y m 2 , respectivamente. 
Determinar: 

a) una relacion entre estas aceleraciones. 

b) las tensiones en las cuerdas, y 

c) las aceleraciones a x y a 2 en funcion de m x , m 2 y g. 



34. Calcular la fuerza F que debe aplicarse sobre un 
bloque A de 20 kg para evitar que el bloque B de 2 kg 
caiga. El coeficiente de friccion estatico entre los 
bloques A y B es 0,5, y la superficie horizontal no 
presenta friccion. 
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35. Una bola de masa m se suelta sin velocidad inicial 
desde un punto A y oscila en un piano vertical al 
extremo de una cuerda de longitud L. Determinar: 

a) la componente tangencial de la aceleracion en el 
punto B. 

b) la velocidad en el punto B. 

c) la tension en la cuerda cuando la bola para por el 
punto mas bajo. 

d) el valor de si la tension en la cuerda es 2 mg 
cuando la bola pasa por el punto C 



Respuesta. a) gsen0 , b) 2gL(cos 6 - cos 8 0 ), 
c) mg( 3-2cos# 0 ),d) 60°. 

36. Tres automoviles circulan a la velocidad de 80 
km/h por la carretera representada en la figura. 
Sabiendo que el coeficiente de rozamiento entre las 
llantas y la carretera es 0,60, determinar la 
desaceleracion tangencial de cada automovil si sus 
respectivos frenos sen repentinamente accionados y 
las ruedas deslizan. 



Respuesta. a A =3,91 m/s 2 , a B =7,86 m/s 2 , a c - 
5.89 m/s 2 . 


37. iCon que angulo debe peraltarse una carretera en 
una curva de 50 m de radio, para que un vehiculo 
pueda tomar la curva a 72 km/h, con un coeficiente 
de rozamiento 0,30? 

Respuesta: 22,5° < 0 < 55,9° 

38. En el sistema de la figura, el brazo del pendulo es 
de longitud £ y la cuerda de largo L. 

a) Calcular la rapidez tangencial para que el sistema 
gire en tomo al eje de rotacion que pasa por la barra 
vertical, de modo que la cuerda que sostiene a la 
masa m forme un angulo de CC° con la vertical. 


b) Calcular la tension de la cuerda. 

c) Si el sistema da una vuelta en 30 s, determinar 
El angulo que forma la cuerda con la vertical. 

/ 


L 




o 

m 


Respuesta. a) v = g{£ + Zsencr)tan a , 

b) mg /cos a. 


39. Una bola pequena da vueltas con una rapidez y 
recorriendo una circunferencia horizontal en el 
interior de un cono recto de base circular. Expresar la 
rapidez y en funcion de la altura y de la trayectoria 
sobre el vertice del cono. 



Respuesta. v = jgy 


40. ^Cual es el minimo radio que un motociclista con 
velocidad de 21 m/s puede hacer en una pista que 
tiene un coeficiente de friccion con las llantas igual a 
0,3? /,Cual es el angulo que hara la motocicleta con la 
horizontal? 

Respuesta: 147 m; 73° 20’ 

41. Un estudiante hace girar un balde que contiene 2 
kg de agua en una circunferencia vertical de 1,2m de 
radio, considerar 

a) ^Cual es la maxima velocidad para que el agua 
permanezca en el balde? 

b) ^Cual es la fuerza ejercida por el balde sobre el 
agua en el punto inferior de la circunferencia? 

c) la altura de los hombros? 

d) Si el balde pesa 10k, hallar cada una de las fuerzas 
que actuan sobre el balde en el punto inferior de la 
circunferencia. 

| r f—» 

Respuesta. a) 2n , b) 2 mg , c) 2 mg 

V g 

d) 10 N debido a la tierra, 40 N debido al agua, 100 N 
debido al hombre. 

42. Una mesa giratoria horizontal tiene una 
aceleracion angular de (X = 3 rad/s 2 . En el instante en 
que la velocidad angular vale 2,4 rad/s, una particula 


44 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 


































www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Dinamica de una particula 


Hugo Medina Guzman 


de masa 1,8 kg descansa sin deslizar sobre la mesa, 
con tal que este situada a una distancia inferior a 50 
cm del eje vertical de rotacion de la mesa, 

a) ual es el valor de la tuerza de rozamiento? 

b) Hallar el coeficiente de rozamiento estatico entre el 
objeto y la mesa. 

Respuesta: a) F f = 7,9 N b) JU S = 0,45 

43. Se tiene una particula de masa 5g que se mueve 
sobre una trayectoria curva y su aceleracion en un 

momento dado vale a = (3 i + 4 fl) cm/s 2 . Hallar: 

a) la aceleracion tangencial, 

b) la aceleracion centripeta, 

c) el modulo de la aceleracion total, 

d) el angulo (j) que la aceleracion total forma con la 
tangente a la curva, 

e) la componente tangencial de la fuerza aceleradora, 

f) la componente centripeta de la fuerza aceleradora, 

g) la fuerza aceleradora total. 

Respuesta. a) a t =3 cm/s 2 ,b) a t = -4 cm/s 2 ; 


c) a = 5 cm/s 2 , d) <j> = 53,1°; e) F t = 15 x 10' 5 N, 
f) F r = 20 x 10' 5 N, g)F=25 x 10 5 N. 

44. Describir e interpretar las fuerzas que realmente 
se apreciarian si nos encontraramos con los ojos 
vendados y: 

a) de pie sobre una plataforma elevada. 

b) cayendo libremente en el aire. 

c) estando sentado en el suelo de una plataforma en 
rotacion, como la de un carrusel a una cierta distancia 
de su centro. 

Respuesta. a) Una fuerza de reaccion de la 
plataforma hacia arriba. 

b) Ninguna fuerza. 

c) Una fuerza de reaccion de la plataforma y una 
fuerza hacia afuera (radial). 

45. Calcular el angulo de peralte de una carretera en 
una curva de radio 150 m, para que un camion de 15 
toneladas pueda girar con una rapidez de 70 km/hr, 
sobre un pavimento cubierto de escarcha. 

Respuesta. 14° 
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Capitulo 5. TRABAJO Y ENERGIA 


INTRODUCTION 

Con lo que hemos visto hasta el momento estamos en 
condiciones de analizar un movimiento en situaciones 
en que la fuerza es constante. Una vez aplicada La 
segunda ley de Newton, determinamos la aceleracion 
a = F / m . De aqui podemos determinar la 
velocidad y la posicion. Pero en el caso en que la 
fuerza no es constante, por ejemplo cuando se jala 
una masa situada en un extremo de un resorte, el 
problema se complica. 


"( mTi TlWn UWH I'lWf Q Equiiibno 
X= 0 ^ 


x= 0 


wowo'o'o'cQ 


X= 0 


X 


La figura muestra un cuerpo de masa m sobre una 
superficie horizontal lisa, conectado a un resorte 
helicoidal. Si el resorte se estira o se comprime una 
longitud pequena desde su posicion no deformada o 
de equilibrio, el resorte ejercera una fuerza sobre el 
cuerpo F = —kx , donde X es el desplazamiento del 
cuerpo desde la posicion de equilibrio (x = 0) , k es 
la constante del resorte, el signo negativo (-) significa 
que la fuerza es en sentido opuesto al sentido del 
desplazamiento. Esta ley de fuerza se conoce como la 
ley de Hooke, de la cual nos ocuparemos en el 
Capitulo de Elasticidad 


Apliquemos la segunda ley de Newton: 

= ma 

_ 7 dv d 2 x 

Con t = -kx y a = — = 


Obtenemos: 


dt dt 


— kx = m 


dt 2 
k 


H- X — 0 

dt m 

A pesar de ser una ecuacion simple esta ultima, 
todavia no tenernos el conocimiento matematico para 
resolverla. Es decir, estamos en condiciones de 
plantear las ecuaciones del movimiento, pero no 
sabemos resolverlas. 

Veremos aqui que se puede tomar un atajo y resolver 
de otra forma el problema. En este capitulo se veran 
los conceptos de Trabajo y Energia que se pueden 
aplicar a la dinamica de un sistema mecanico sin 
recurrir a las leyes de Newton. 


Sin embargo, es importante notar que los conceptos 
de Trabajo y Energia se fundamentan en las leyes de 
Newton y por lo tanto no requieren ningun principio 
nuevo. 

TRABAJO 

El termino “trabajo” que se usa en la vida cotidiana es 
para definir una actividad de algun tipo que incluye 
un esfuerzo fisico o mental y cuya finalidad sea el 
alcance de algun objetivo definido y bien establecido. 
En el estudio de la mecanica tiene un significado mas 
restringido, por ejemplo si subimos cierta altura h con 
una masa m decimos que hemos realizado un trabajo 
W, si subimos la misma altura h pero con una masa 
2m, se habra realizado un trabajo 2W, igual a que si 
se hubiese transportado una masa m una altura 2 h, o 
si se hubiese transportado dos veces la masa m, la 
altura h. Estas observaciones sugieren que el trabajo 
es una magnitud fisica proporcional a la fuerza y a la 
distancia, pero que puede sumarse como un escalar. 

Cuando una fuerza constante F x mueve un cuerpo 

realizando un desplazamiento Ax que tiene la misma 
direccion que la fuerza, se define la cantidad de 
trabajo realizado por esta fuerza como: 

W = F x Ax 



Ahora consideremos que sobre la misma masa m 
actua una fuerza vertical F , menor que el peso mg 

del bloque, como tal no dara origen a ningun 
movimiento vertical y por lo tanto no estara 
realizando trabajo. 



Si ahora aplicamos al mismo tiempo las dos fuerzas, 
la fuerza aplicada es: 

F = FJ + F y j 

Si el desplazamiento del bloque es unicamente en la 
direccion a, 
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A r — 


xi 






dW = 

F 

d r 


dW = F ds cos 6 
dW = F t ds 

Es el trabajo realizado por la componente tangencial 
de la fuerza F t . 


El trabajo de la componente normal F n es nulo. 


El trabajo realizado es el producto escalar de la tuerza 
por el desplazamiento es: 

AW = F-a7 = (f x i + F y j\ Axi = F x Ax 

O AW = FAxcosQ 

Donde 

F= F x 2 +fJ y 

6 es el angulo formado entre la fuerza aplicada y el 
desplazamiento. 

Consideremos el caso general de una fuerza F 
cualquiera que mueve a una particula sobre una 
trayectoria curva como se muestra en la siguiente 
figura. 



Sea P la posicion de la particula en un instante t , la 
posicion con respecto al origen de coordenadas O esta 
dada por 
—> —» 

OP = r 

La particula en el tiempo At describe la trayectoria 

n 

PP , si esta es suficientemente pequena se puede 

asimilar como la cuerda PP' , el desplazamiento de la 

—> —^ 

particula en el tiempo At es PP' = A r 
Cuando P’ tiende a P {At —» 0). 

—> 

La direccion de la cuerda PP' es el de la tangente PT 

—> —> 

en P, A r es d r , la fuerza es constante en direccion 
y sentido. 

—» 

El trabajo de la fuerza F para el desplazamiento 
dr es un trabajo diferencial. 

dW = F-d7 


Para evaluar el trabajo realizado para ir desde el 
punto Pi(*i, yi, Z\) a un punto P 2 fe, yi, Zt) tenemos 
que integrar el trabajo diferencial. 

W pp = \ dW=\ F - d r 

^ Jpj J p l 

—> 

Para esto tenemos que conocer como varia F 

F = Fj + F y j + F_k 

—> 

Siendo d r = dx! + dy) + dzk 

-> -> 

Tenemos: F-d r - F x dx + F y dy + F z dz 

c x 2 ry2 pz2 

Luego: W pp = F/lx + I F y dy+\ F z dz 

1 2 "El *Zi 

La unidad de trabajo es una unidad derivada de las 
unidades de fuerza y de longitud. 

[W] =FL = ML 2 T- 2 

En el sistema Internacional la unidad de trabajo es el 
Joule (J). 

1 Joule = (1 Newton)(l metro) 

Ejemplo 1. Un hombre levanta una mas a m con una 
fuerza tal que la coloca a una altura h sobre el piso a 
velocidad constante. 

a) ^Cuanto trabajo realiza la gravedad? 

b) ^Cual es la magnitud de la fuerza que ejerce el 
hombre? 

Solucion. 

a) 



w travel = F-dr = £(- mgk\ dyk 

rh 

= - mg dy = - mgh 

b) Podriamos hacerlo directamente por la ley de 
Newton, pero lo haremos con los conceptos de 
trabajo. Como la masa se mueve con velocidad 
constante, el trabajo realizado es cero. 

W +W =0 

hombre gravedad 
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^ ^hombre = gravedad ~ 

Tambien tenemos: 

Sombre = Sombre ' d Y ** ' 

= F^cly = Fh 

Luego: Fh = mgh => F = mg 
Y F = mgk 

Ejemplo 2. Se arrastra una caja de masa m sobre un 
piso horizontal, el coeficiente de friccion cinetico 
entre la caja el piso es jd , mediante una fuerza que 

forma un angulo 0 con la horizontal, la caja se 
desplaza un distancia s hacia la derecha, 

a) Calcule el trabajo realizado por la fuerza 

b) Calcule el trabajo efectuado por La fuerza de 
friccion. 

e) Determine el trabajo neto efectuado sobre la caja 
por todas las fuerzas que actuan sobre ella. 



a) El trabajo efectuado por F es: 

(*X=S 

W F = \ F dr 

F Jx=0 

Como F = F cos 6 i + Fsen# j y d r = dxi 
W F =| ^ (f cos 0 i + Fsen 6 jj- dxi 
- Fs cos 6 = F x s 

La componente vertical de F no realiza trabajo. 

b) Como Fj = —juNi 
Y N = mg - Fsen 6 

Obtenemos F f = -ju(mg - Fsend)i 

—» 

El trabajo efectuado por es 

W f = £ F f • d r = - ju(mg - FsenO)i • dxi 

= - ju{mg - Fsen&)s 

c) El trabajo neto sobre la caja es la suma de los 
resultados obtenidos en a) y b). 

W neto =W F + W f = F cos 6s - ju(mg - Fsen 6)s 

= [f cos 6 - ju{mg - Fsen^)]^ 

Ejemplo 3. Una fuerza que actua sobre un cuerpo 
varfa con respecto a X como se muestra en la figura. 


Hugo Medina Guzman 


Calcule el trabajo cuando el cuerpo se mueve desde x 
= 0 hasta x = 8 m. 



Solucion. 

El trabajo realizado por la fuerza es exactamente 
igual al area bajo la curva desde x = 0 hasta x = 8. 

W = i (5N)(2 - 0)m + (5N)(5 - 2>n +1 (5N)(8 - 5)m 

= (5 + 15 + 7,5) Nm 
= 27,5 J 

Ejemplo 4. Trabajo realizado por un resorte. 

Tfffff'f'f'f'f'f'Q 

X= 0 x 

Tmwfmro F 

m _ X 

El resorte de la figura, cuando se deforma o estira 
hasta una cierta posicion x, ejercera una fuerza 
restauradora F = —kx . 

Solucion. 

Supongamos que el objeto se empuja hacia la 
izquierda una distancia x respecto a la posicion de 
equilibrio y se deja libre. 

El trabajo realizado desde x l = —X hasta x 2 = 0 
por la fuerza del resorte a medida que el objeto se 
mueve es 

W = P = ° F dx = f° (- kx)dx = -kx 2 

Jx x =-x J-x V ^ 

Y si consideramos el trabajo realizado por el resorte a 
medida que se estira de X x = 0 a x 2 = X el trabajo 



Este resultado podemos obtenerlo tambien de La 
grafica F versus x, como se muestra en la figura 
siguiente. 



Ejemplo 5. La posicion de una particula en el piano 

^ 2 ZV 

esta dada por r = 3/7 — 2 1 j (t en segundos, r en 
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metros), la fuerza ejercida sobre la misma es 

F = 4/ — 5 j (en Newton). 

^Que trabajo se realiza sobre la particula en el 
intervalo de t = 1 s a t = 3 si 

Solucion. 

r = 3 ti -2t 2 j d r = 3 dti - 4 tdtj 

Luego 

dW = F- d r = ( 4 / - 5 j)- (3 dti - 4tdtj ) 

= 12 dt + 20 tdt 

El trabajo W realizado sobre la particula entre t = 1 y 
f=3. 


W = = J 3 (l 2 + 20 t)dt 


12f + -20f 2 

2 


-|3 


= 126-22 = 104 J 


El trabajo realizado sobre la particula es 104 Joules. 


ENERGIA CINETICA 

Consideremos una particula de masa m bajo la accion 

—> 

de la fuerza F . 

La segunda ley de Newton afirma que: 


F = ma=m 


d v 
dt 


Tambien sabemos que d r = V dt . 
Multiplicando escalarmente: 

-> 

-> -»• d v ^ ^ 

F-d r = m - v dt = mv-dv 

dt 

—> —^ 

Como F-d r es el trabajo diferencial dW y 


dt 


1 2 

— mv 


1 d 

= —m — 

2 Jr 


v-d v 




1 -» Jv 1 Jv ^ 

= —mv -h — m -v 

2 dt 2 dt 


d v 


mv- 


dt 


= mv-dv 


J 


De aquf: 

.f 1 2 

d —mv 

u 

Reemplazando obtenemos: 

JVT = jff mv 2 l 

U J 

El trabajo para ir de Pi donde la velocidad es v x al 
punto P 2 donde la velocidad es v 2 sera: 


w t 


1^2 


= |\/VV = J ' 2 jfi/HV 2 


1 2 1 2 

= — mv 9 -mv, 

2 2 

Aquf tenemos una medida para el trabajo realizado 
sobre la particula expresada en funcion de la 

r \ 


variacion de la magnitud 


— mv 
2 


Esta magnitud se define como la ENERGIA 
CINETICA K de la particula. 

1 2 

Entonces: K = — mv 
2 

La energia cinetica es una propiedad general del 
movimiento de la particula es la ENERGIA DEL 
MOVIMIENTO. Sus dimensiones son las de trabajo. 

Dd= ml 2 t 2 

Su unidad es la misma que la del trabajo. 

Resulta conveniente escribir: 

Wi_ 2 = K 2 - K x = AK 

El trabajo realizado por la fuerza al desplazar una 
particula es igual al cambio de energia cinetica de la 
particula. 

Ejemplo 6. Encontrar la variacion de la energia 
cinetica de un proyectil en funcion de su altura. Se 
lanza un proyectil de masa m desde el punto P 0 (x 0 , 

-^ A A 

y 0 ) con una velocidad inicial V 0 = v Qx i + V 0y j . 

Solucion. 



es; 


1 


* = *o +v 0x t, y = y 0 +v 0y t--gt 

Y la velocidad 

= v 0jc , = v 0y - gt 

La energia cinetica en P 0 es 

1 2 1 / 2 2^ 

K 0=- mV 0 =- m { V 0x+ V 0y) 

La energia cinetica en P es 

„ 1 2 1 / 2 2^ 

K - —mv = — m[v Y + v v ) 

2 2 v y 

= 2 m ( V L + V ly ~ 2 V 0y gt + g 2 t 2 ) 
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La variacion de energia entre P y P 0 es: 

AK = K-K 0 =|mv 2 -^mv 0 2 


= -mi- 2v. 

2 v 


OT 


gt+g 2 t\ 


1 


-mg\ v 0y t--gt 


1 2 

Como y-y 0 =v 0y t--gt 

Resulta A K = ^mv 2 ~^mv\ = —mg{y - y 0 ) 


Ejemplo 7. En una demostracion experimental para 
ilustrar la conservacion de la energia por medio del 
dispositivo siguiente. Se ata una bola del bowling a 
un extremo de una cuerda, y se sujeta el otro extremo 
al techo de la sala de conferencias. Se sostiene la 
bola parado en una escala tijeras alta, Para la 
demostracion se suelta del reposo en el extremo de la 
nariz, la bola volvera de la oscilacion mas arriba y 
golpeara violentamente la cara, (intente esto alguna 
vez si usted desea experimentar un juego para 
asustar) 

La demostracion impresiona a la clase, pero no por la 
razon esperada. Aunque la cuerda es bastante fuerte 
para sostener la bola cuando esta inmovil, cuando la 
deje ir, la cuerda se rompio en el fondo del arco y la 
bola fue despedida alrededor del salon "Boing boing, 
boing" y disperso a los presentes en todas las 
direcciones. 

Una bola de bowling realmente rebota en el concreto. 
Suponga que la bola pesa 80 N y la cuerda tenia 4,0 
m de largo y tenia una resistencia a ruptura de 120 N. 
^Cual es el maximo angulo con la vertical con el que 
se habria podido lanzar la bola sin tener la rotura de 
la cuerda? 




La cuerda debe proporcionar suficiente fuerza 
ascendente para balancear el peso mas la fuerza radial 
necesaria para que la bola haga la curva hacia arriba. 
La tension en la cuerda sera asi la mayor en el punto 
mas bajo del arco, donde la fuerza de la gravedad esta 


dirigida hacia abajo y la bola se mueve lo mas 
rapidamente. 


fuerza radial = 


mv 2 


r 


T -mg = 


mv 


1 


y mhg = — mv 
r 2 


h = r - rcos 0 T -mg = 2mg{\ - 

n , T-mg 1 120-80 

cos 0 = 1-— = 1 - 


2 mg 


2(80) 


cos#) 

= 0,75 


=> 0 = 41,4° 


Ejemplo 8. Se arrastra una caja de masa m sobre un 
piso horizontal, el coeficiente de friccion cinetico 
entre la caja el piso es // , mediante una fuerza que 

forma un angulo 6 con la horizontal. Si se empieza a 
jalar desde el reposo y considerando que ya se inicio 
el movimiento ^Cual es la velocidad del bloque 
despues que recorre una distancia s? 



Solucion. 

En este caso como la fuerza F es constante, por la ley 
de Newton podriamos encontrar la aceleracion, que es 
constante, pero vamos a hacerlo por conceptos de 
Energia Cinetica y Trabajo. 

Encontramos que 

W New = l F cos & ~ #( m £ - FsenO)\s 


Sabemos que 


w, 


Neto 


= K n - K, = —mvl -—mv 
2 1 2 2 


2 

1 


Como: Vj = 0 y v 2 = V 
Finalmente: 


= — [F cos# - ju(mg - Fsen0)]s 

V m 


Ejemplo 9. Para el caso de la masa m atada a un 
resorte con constante de rigidez k . ^Cual es la 
velocidad cuando pasa por la posicion de equilibrio 
despues de estirarlo una longitud L y soltarlo? 

Solucion. 

wimnmnmro 

x= 0 x 

El trabajo realizado desde x-L ax = 0 por la fuerza 
restauradora del resorte F = - kx Es: 
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W R = —klJ 
R 2 

1 2 1 2 

Tambien W R = K 2 — K { = -mv 2 — — mVj 

Siendo v 2 = V 0 y v x = 0 
Tenemos — kls = — mvl —0 


=> v o = ± J~ L 

V m 

Para el caso que mostramos la respuesta correcta es la 
negativa. 

Ejemplo 10. Un objeto de masa m se mueve en el eje 

A * 

x sujeto a la fuerza F = m —r l donde A es una 

x 2 

constante y x es la distancia desde el origen. 

a) ^Cuanto trabajo realiza esta fuerza si el objeto se 
mueve de x = a a x = bl 

b) i Si la masa tenia una velocidad v en la direccion 
positiva de x, Cual es su velocidad en b? 

Solucion. 

a) El trabajo que realiza la fuerza para mover la masa 
desde x = a ax = b es: 


x=b A - /v 

F -d r , F = m — i , d r = dxi 

x=a x 


TT7 A- - . 

Luego = m—xi • dxi = mA\ — = 

^ Ja T 


mA 


r 

* (i n 


-mA\ - 

x_ 

U b) 


b) Como W ab =K h -K a = X -mv i 


-mv 


Siendo = v, 


Tenemos mA 


U b 


1 2 1 2 

= —mv u - mv n 


r 

f i n 


[a-l ) 


SISTEMAS CONSERVATIVOS Y NO 
CONSERYATIVOS 

Un sistema conservativo es aquel en el que el trabajo 
realizado por las fuerzas del sistema es independiente 
de la trayectoria seguida por el movil desde una 
posicion a otra, no existen fuerzas de rozamiento, ni 
dispositivos que puedan producir perdida de la 
energia cinetica. 



Hugo Medina Guzman 

B 


Si en un sistema conservativo el trabajo efectuado por 
la fuerza para desplazar la particula de A a B es 
independiente del camino entre A y B, se puede 
escribir: 

W = -W 

vy AB vy BA 

En un circuito cerrado 

W aa =W ab +W ba 
Como W AH = -W BA 


w =w 

yy AA YY AB 


-w„=o 


El trabajo total efectuado por una fuerza conservativa 
sobre una particula es cero cuando la particula se 
mueve alrededor de cualquier trayectoria cerrada y 
regresa a su posicion inicial. 

Naturalmente la definicion de un sistema no 
conservativo es aquel que no satisface las condiciones 
anteriores. 

Ejemplo 11. Sistema no Conservativo. - La fuerza 
de friccion. Supongamos que un bloque se mueve del 
punto Pi (xi, yi) al punto P 2 (x 2 , yO, siguiendo Las 
trayectorias mostradas en las figuras siguientes, el 
coeficiente de friccion entre el bloque y la superficie 
es jU . Calcular el trabajo realizado por la friccion en 
ambos casos. 


A 


x 0 x 


(a) 


(b) 


Solucion. 

Por la trayectoria (a) 

Aquf F f = -juNi, d r = dxi 
Luego 

Wp p = r (- juN yix = juN (x 2 - x 1 ) 

Por la trayectoria (b) 

W p,p 2 =j*Ffi‘ dt i + j* F f2-dr 2 +£ F f 3 -dr 3 
Aqui 

F n = -juNj , d i ] = dyj 
F fl = -juNi, dr 2 = dxi 

yv ^ 

Ffi =juNj, dr 3 = dyj 
Luego 
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W PiPi = J; (-//iV>/y + £ (-juN)Jx + J*(//iV>/y 

= - /AT(y 2 - y, )■- /jN(x 2 - x x ) ■+ /jN(y 1 - y 2 ) 

= ~JuN(x 2 -xJ-2 iiN(y 2 -y x ) 

Obviamente el trabajo realizado por la fuerza de 
friccion por las dos trayectorias a) y b) no son 
iguales, por consiguiente cuando hay fuerza de 
friccion el sistema no es conservativo. (La friccion no 
es conservativa). 

Ejemplo 12. Sistema Conservativo. La fuerza de 
la gravedad Supongamos que un bloque de masa m 
se mueve del punto Pi(xi ,y 2 ) al punto P 2 (x 2 ,y 2 ) donde 
y es la direccion vertical. Calcular el trabajo realizado 
por la fuerza gravitacional con los tres casos 
mostrados en la figura. 



Solucion. 

Por la trayectoria a) 

ry 2 

Aqui 

—> —> 

F g = ~mg], dr =dyj 

Luego 

W PP = L - mgdy = -mg(y 2 - >’,) 

1 2 Jy i 

Por la trayectoria b) 

Aqui 

F = -mg] , d r x = dxi , d r 2 = dy ], d r 3 = dxi 

Luego 

W PP =0 + f 2 (-mg)fy + 0 = - rng(y 2 -y l ) 

Jy i 

Igual que en a) 


Aqui 

—>• —^ 

F„ = -mg/ , d r = Jxf + dy] 

F g -dr = (- mg])- (dxi + dy;) = (- mg )dy 

Luego 


Wp/, = j" (- mg )dy + J' 2 (- mg )dy 

1 2 J y 3 

= -wg(y 3 -y 1 )-mg(y 2 -y 3 ) 

= -«g(>’ 2 -} , i) 

Resultado igual que en a) y b) 

Luego la fuerza de la gravedad es una fuerza 
conservativa. 


Trabajo en una trayectoria cerrada. 

Si completamos la trayectoria volviendo al punto 
inicial, tenemos una trayectoria cerrada y el trabajo es 
cero. 



El trabajo para ir de 1 a 2 es 

w ri „ =[*F-d7 1 = £ (fJ + F y j\ (dxi + dy]) 
= J ' 2 F x dx + J ' 2 Fdy 

J X 1 jy 1 * 

Como 

yv 

F = -mgj : F y = -mg . F x = 0 
W V2 = 0 - mg(y 2 - y,) 

= - mg(y 2 - >’,) 

El trabajo para ir 2 a 1 es 

W rr = f F -dr = f F v dx + f Fdy 
21 *>*2 J * 2 hi y 

= 0-mg(y l -y 2 ) 

= -mg(>, -y 2 ) 


El trabajo total es 

r l r l r l r 2 r 2 r l 

= -mg(y 2 -y l )-mg(y l -y 2 ) 
= 0 


Por la trayectoria c). 

W PR = W PP +w, 




r p^p? 


Esto no sucederia en el caso de una fuerza no 
conservativa, como la fuerza de friccion. 
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LA FUNCION ENERGIA POTENCIAL 

El trabajo realizado por la fuerza 

F = F J + F yJ + F zk 

Para mover una particula de 

PiUi- Vi, Z\) a P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) es igual a: 

w n = ft F ■ d r = £ (FA + F y dy + FJz) 


Para un sistema conservativo el trabajo es 
independiente de la trayectoria seguida. 

Su integral debe ser un diferencial exacto, 
digamos - dU , tal que integrandolo, solamente los 
limites determinan el valor de la integral. 

Esto es: 

w i2 = (- du) = {-U)\ = -(U 2 -U,) = -A U 

Aqui llamamos a U, energia potencial, cuyas 
unidades son las mismas que las de trabajo. 

Hemos determinado la funcion energia potencial a 
partir de una fuerza dada. 


Consideremos ahora el problema inverso, a partir de 
una funcion energia potencial determinar la fuerza 


dU =-F-d r = -Fdx - Fdy - Fdz 

Como U es funcion de x, y y z, podemos escribir esta 
derivada en funcion de sus derivadas parciales: 

dU . dU , dU , 

(w) dx dy dz 


Si consideramos la energia potencial igual a cero en 
el nivel de referenda y = 0, la energia potencial a 
cualquier altura con respecto a y - 0 es: 

U (y) = mgy 

Tambien podiamos haber determinado esta funcion a 
partir de: 

dU = ~F g dy => dU = -(- mg)dy = mgdy 

Integrando 

| dU = J mgdy + C 
U (y) = mgy + C 

Donde C es una constante relacionada con las 
condiciones de cada caso, por ejemplo aqui 
consideramos para y = 0 

t/(o) = 0 • 

La constante es C = 0 

=> U( y ) = m §y 

Como comprobacion, a partir de esta energia 
potencial podemos encontrar la fuerza. 
dU _ dmgy 

dx 
dU 

" = ~mg 


F = 


y ~ " dy 

j-. dU 

z dz 


dx 

dmg y 

' ^ 
dmgy 

dz 


= 0 


= 0 


Luego: F = —mgj 


Relacionando con los componentes de la fuerza 
obtenemos 


dU F dU_ 

dx ’ y dy ’ z dz 



dU * 

- 1 

dx 


dU ~ dU A 
dy dz J 


Ejemplo 13. La fuerza de la gravedad es un ejemplo 
de fuerza conservativa. 

Solucion. 

Tomemos la vertical a la tierra como el eje y, tal que: 

F g = F g j = -mgj 

El trabajo realizado por la gravedad cuando la 
particula se desplaza desde el punto yi al punto y 2 es: 

W l2 = f V2 - mgj ■ dy] = -mg f' 2 dy 

J y i J y i 

= -mg(y 2 -y\) 

Como W l2 — AU : 

-mg(y 2 -y l )=-AU =U {yi) -U \ yi} 

O AU=U m - U {yi ) = mgy 2 - mgy, 


Ejemplo 14. Determinar la funcion energia potencial 
asociada a un resorte de constante de rigidez k. 

Solucion. 

Consideremos que el resorte esta en el eje v, y se 
estira en esa direccion. 


F = -kxi 

Tenemos que: 

dU = ~F x dx = -(- kx)dx = kxdx 

Integrando 

U = —kx 2 + C 
2 

Si para la posicion de equilibrio x = 0, la energia 
potencial es cero, C es igual a cero y 

U = —kx 2 
2 

Ahora realicemos el problema inverso: 

Dado U = — kx 2 encontrar la fuerza 
2 

correspondiente: 


F =-^L = -— 

dx dx 


d fifcc 2 j = -fcc 

U J 
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'.-f- 

Luego F = — kxi 


Ejemplo 15. Energia potencial gravitatoria cerca 
de la tierra. Por la ley de Newton de la gravitacion 
universal, la fuerza de atraccion de dos masas es 
directamente proporcional al producto de estas e 
inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia. 

F = -G —7—r 
r 

Donde m es la masa e un cuerpo, M la masa de la 
tierra, r la distancia entre las masas, G es la constante 
gravitatoria universal. 

Si r = R (radio de la tierra), la masa m esta sobre la 
superficie de la tierra y 

t „ mM „ 
r = -G —z-r = -mgr 

R 2 

La energia potencial es 

dU =-Fdr =G^dr 
r 


u = ja 


mM 


dr + C 


u= . g !^L +c 


Para evaluar la constante C consideremos que el 
potencial U es cero para r infinito, de aqui C es igual 
a cero, 

Luego 

mM 

U (r)-~ G —- 



Colocando las energias iniciales a un lado y las 
finales al otro tenemos: 

K } +U,=K 2 +U 2 

Esta ecuacion es la forma matematica de “El 
principio de conservacion de la energia mecanica”. 
Si definimos la energia mecanica total del sistema E 
como la suma de la energia cinetica y potencial se 
puede expresar la conservacion de la energia 
mecanica como: 

E = K + U = Constante 


Ejemplo 16. Fuerza de la gravedad: Se suelta una 
particula de masa m desde la altura h sobre el suelo. 
Cuando la particula esta a una altura y del suelo, su 
velocidad es v. 

Su energia potencial es U = mgy 


1 2 

Su energia cinetica es K = — mv 

La energia mecanica total es: 

1 2 

E = K + U = — mv + mgy 

Para y = h , v = 0 
E = 0 + mgh = mgh 
Para y = 0, v = v 0 


1 2 i 2 

E = —mv n + 0 = — mv n 

2 2 

Para cualquier instante 

E = —mv 2 + mgy = mgh 


De aqui v 2 = 2 g{h — y) => 

v = FKF~y) 


El grafico de la variacion de energia potencial y 
cinetica es: 

E = K + U = Constante 


=-jrnV 2 = mg(h - Y) 


y 



CONSERVACION DE LA ENERGIA 

Hasta esta parte tenemos dos formas de encontrar el 
trabajo realizado sobre un objeto por una fuerza, la 
primera valida para todo caso ya sea fuerza 
conservativa o no conservativa 

W 12 =Lm-; -f mi- 2 =K 2 -K l =AK. 

Y la segunda para el caso de fuerzas conservativas 

W n = U 1 —U 2 = -AU 

Luego podemos escribir 

W n = K 2 -K l =U l -U 2 


Ejemplo 17. Una masa pequena m se suelta desde el 
reposo de la parte mas alta de una superficie esferica 
de radio R , sin friccion. /A que angulo con vertical 
dejara el contacto con la esfera? 



Cuando la masa esta a una altura h su energia es igual 
a cuando esta en el punto mas alto. 
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Con h = R cos 0 


1 2 

mgR = mgR cos 0 + —mv 


=> v 2 = g/?(2 — 2 cos#) 

La segunda ecuacion de Newton cuando la masa esta 
en la posicion del angulo 9. 



c R ' 

^2 

N - mgc os# = m — 

R 

La masa deja la superficie esferica cuando: 

N= 0 


mg cos # 


mv 2 mgR(l - 2 cos #) 
R R 


v 

=> cos# = — = 2-2cos# 
Rg 

A 2 

=> cos # = — 

3 

=> # = 48,2° 


Ejemplo 18. Fuerza de un resorte: Se jala una masa 
a sujeta a un resorte de constante k sobre una 
superficie sin friction, desde la posicion de equilibrio 
x = 0 hasta una distancia L y se suelta. 

A una distancia x de la posicion de equilibrio la 
velocidad de la masa es v. 


Su energia potencial es U = 


1 

2 


kx 2 


v 2 

Su energia cinetica es K = — mv 

Su energia mecanica total es: 

E = K + U =-mv 2 + — kx 2 
2 2 

Para X = L , v = 0 

1 9 1 9 

E = 0 + -kL 2 = —kL 2 

2 2 

Para x = 0 , v = v 0 


1 2 i 2 

E = —mv n + 0 = — mv n 

2 2 
Para cualquier instante 



El grafico de la variacion de la energia potencial y 
cinetica es: 



Ejemplo 19. Calcular la velocidad necesaria para 
que una particula pueda escapar de la atraccion de la 
tierra. La energia total E de una particula de masa m 
que esta a una distancia r del centra de la tierra y que 
tiene una velocidad v es: 

1 9 

E = K + U , donde K = — mv y 

2 



r 


_ 1 2 ^ t nivI ^ 

Luego: E = — mv -G -= Constante 

2 r 

Si la particula escapa de la atraccion de la tierra y se 
situa a una distancia infinita de esta su potencial es 
cero. 




mM 


r 

En esta region con la velocidad menor posible 
V x = 0 Tenemos K x = 0 


Luego: E = K + U =0 
Como E es constante => E = 0 


La energia E de la particula en la superficie de la 
tierra con la velocidad V e para que pueda escapar: 


1 2 mM 

E = —mv„ -G - 

2 e R 


= 0 


12 GM 

V R 


Como en la superficie de la tierra 

mM 

F = -G— r = -mg => g = 

R 


GM 

R 2 


Tenemos: V e 


EgR 
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Siendo 

g = 9,81^ y R = 6,4 x 10 6 m 
s 

Obtenemos; v e = l,12xl0 4 — 

s 


Ejemplo 20. Se tiene un resorte de longitud L y 
constante k conectado a la base de un bloque de masa 
m, Se suelta el bloque desde la altura H. ^Cual sera la 
distancia mas cercana al piso que alcanzara el bloque 
antes de rebotar? 

Solucion. 


7 = ? 


Initial Final 

En el instante inicial la energia es solamente la 
potencial gravitatoria es U = mgH , la energia 
cinetica es cero, tal que la energia total es 
E = mgH . 

En el instante final: La energia potencial es la 
correspondiente a la masa a una altura y, mas la del 

resorte comprimido una longitud (L — y), es decir: 

u=Ug+Ur=mgy+ E( L - y f 

Como en ese instante ha cesado el movimiento, la 
energia cinetica es cero, 



La energia total es: 

E = mgy + E(L - y ) 2 


Por la conservacion de la energia 

mgH = mgy + - y ) 2 


La solucion de esta ecuacion es: 


y = - 


+ mg_ 

i +2L(h- L ) 


v R ) 

k 

mg 


Siendo el valor positivo de y la solucion significativa. 

Ejemplo 21. El grafico de la figura muestra la 
funcion potencial y la energia total de un 
movimiento. iQu6 podemos decir acerca del 
movimiento? 



Solucion. 

Velocidad de la particula: 

Tenemos que 

E n ,„ =K+U =^mv 2 +U it) 



La energia cinetica: 

- Es igual a cero en x\ y v 5 . 

- Tiene su valor maximo donde £/ (x ) es minimo, el 
punto v 2 

La particula se mueve entre x\ y x 5 , fuera de estos 
valores la velocidad seria imaginaria. 

dU / \ 

Como F = -, la pendiente del grafico de 

dt 

£/( X ) en determinado punto corresponde a La fuerza 
actuante, tal que la fuerza se hace cero donde la 
pendiente es cero, como en v 2 , v 3 y v 4 . 

La fuerza es positiva entre jti y v 2 .entre x 3 y x 4 . La 
fuerza es negativa entre x 2 y x 3 , entre x 4 y x 5 . 

Los puntos en que U es minimo, son posiciones de 
equilibrio estable, como son x 2 y x 4 . 

Ejemplo 22. En la figura, un auto de juguete de 
masa m se libera del reposo en la pista circular. ^Si 
se suelta a una altura 2 R sobre el piso, /,cuan arriba 
sobre el piso estara cuando sale de la pista, desprecie 
la friccion? 



Solucion. 

En la figura de arriba: 

h = R (l + sen#) 

Despreciando las perdidas por friccion la energia total 
es constante, de tal manera que: 

Siendo v la velocidad del auto a la altura h. 
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m. 


m. 


g(2R)= mg(h)+-^mv 2 => 

g(2R) = m gR (l + sen #)+ -i-rnv 2 

1 2 


gR = g/?sen# + — v (1) 

Aplicando la segunda ley de Newton en la altura h\ 



mgsenO- N = ma c 

N = 0, condicion de caida. 


= ■ 


R 


Luego: 

mgsen 0 - m 


R 


v 2 = gR sen# (2) 

Reemplazando (2) en (1): 

gR = gR sen 0 + ^ gR sen 6 


gR = — gRsenO =>sen<9 = 
Finalmente: 

f V 2 X 

h = R (l + sen6») = R 1 + — 


= -R= 1,67 R 
3 


Ejemplo 23. Una masa pequena resbala sobre una 
superficie inclinada pasando por un rizo de radio R. 

a) ^Cual es la altura minima H de la que debe soltarse 
a fin de que el cuerpo no deje la superficie interior del 
rizo al dar la vuelta? 

b) iCon que velocidad llega la masa al punto A? 

c) i Cual es el valor del angulo a , con el que se 

n 

puede retirar el segmento de la circunferencia 

de tal modo que la masa que sale de A alcance el 
punto B despues de viajar una cierta distancia en el 
aire. 



Solucion. 

a) Siendo v la velocidad de la masa en la parte 
superior del rizo. 

Por conservacion de la energia: 

mg(H)= mg(2R) + -^-mv 2 
gH = 2gR + ^v 2 (1) 

Aplicando la segunda ley de Newton en ese punto: 

i 

N\\&C 



mg - N = ma c 

N= 0, condicion de caida. 


flL = 


R 


Luego: 


mg = m 


R 


v = gR 


( 2 ) 


Reemplazando (2) en (1): 

gH = 2gR + ^gR 

H=-R ^H=2,5R 
2 


b) Sea v la velocidad en el punto A su altura es 

h = R(l + cos a) 



Por conservacion de la energia: 

mg(H) = mgR{h)+ ^mv 2 => 
m 8&5R) = mgR(\ + cos a) + 2mv 2 


v 2 = 2g(2,5R)-2gR(l + COS Qj) : 


v =3gR-2gRcosa => 
v = yj gR{ 3 - 2cos«) 

c) La masa sale del punto A, como un proyectil con 
velocidad inicial V = V x i + V y j 
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2Rsena 



En el tiempo t de su recorrido vertical debe alcanzar 
al punto B. 

Recorrido vertical: 

1 2 

y = vsen at- — gt 

Cuando llega aBj = 0: 
n 1 2 2v 

() = vsen a/ — gt => t = —sena 

2 g 

Su recorrido horizontal es 


x = v x t = vcos at 


2v 

Para t = —sen O' debe de estar en B, luego: 
8 


2Rsena = vcos a 


2v 

—sen a 



8 



cos a 

Igualando esta expresion de la velocidad con la 
encontrada anteriormente: 

g/?(3- 2cosa) = —- => 

COS cc 


2 J 1 r\ 

cos a —cos cc -\— = 0 
2 2 


Resol viendo: 


COS cc = 



En nuestro caso tomamos la solucion V 2 , con la que 
obtenemos CC = 60° 


Ejemplo 24. Un arco del tiro al arco ejerce la fuerza 
kx de la ley de Hooke en una flecha cuando la cuerda 
se jala una distancia v. Se supone que un arquero 
ejerce una fuerza de 220 N jalando a la flecha una 
distancia de 64 cm. 

a) ^Cual es la constante del resorte del arco? 

b) ^Cual es la velocidad de una flecha de masa 24 g 
cuando deja el arco? 



Solucion. 

7 F 220 

a) k = — =- = 344 N/m 

x 0,64 


b) u 1 +k 1 =u 2 + k 2 

— kx 2 +0 = 0 + —mv 2 
2 2 



v = 


I 344 
V 0,024 


(0,64) = 76,6 m/s 


Ejemplo 24. Puenting. Un saltador que pesa 800 N 
se ata con una cuerda elastica al tobillo y se salta de 
una torre alta. La cuerda tiene una longitud si estirar 
de 30 m, y un extremo se une al punto donde el salto 
comienza. 1 La constante del resorte de la cuerda 
elastica es 200 N/m. ^Cuanto recorrera el saltador 
antes de que la cuerda detenga su descenso? 



Solucion. 

Sea el punto mas bajo del salto h- 0. La energfa 
cinetica inicial y la energfa cinetica en el punto mas 
bajo son ambas igual a cero. 

Tal que por la conservacion de la energfa: 

1 2 

mgh = 0 + — kx , donde x = h- 30 . 

Sustituyendo 

mg = 800 N y k = 200 N/m, y resolviendo: 

h 2 - 6Sh + 900 = 0 => 

h = 68 ± ^(68) 2 —4(900) = 50 m, o 18 m. 

La solucion correcta es h = 50 m. La solucion h- 18 
m corresponde al rebote que comprime la cuerda 
“amortiguador auxiliar”, pero una cuerda no se 
comprime como un resorte. 

Ejemplo 25. En la figura mostrada, el hombre y la 
plataforma tienen una masa m, el hombre se eleva una 
distancia h tirando la cuerda del lado derecho. 

a) ^En cuanto aumenta su energfa potencial 
gravitatoria? 

b) ^Que fuerza debe ejercer para elevarse? 

c) ^Que longitud de cuerda debe tirar para llegar a la 
posicion superior? 

d) ^Despreciando el rozamiento iQu6 trabajo habra 
realizado? 
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Solucion. 

a) La energia potencial gravitatoria es 

U (y) = mgy + C 

Para la posicion inicial 
U ] = mgy i + C 
Para la posicion final 
U 2 = mgy 2 + C 

El aumento de la energia potencial gravitatoria es: 

U =U 2 -U l = mg(y 2 - y^mgh 

b) La fuerza para elevar el sistema, siendo esta 
conservativa, 

j-i dU 
F = -— = -mg 
dy 

Como la polea divide en dos, la fuerza F h que debe 
_ mg 

ejercer el hombre es: t h — —-. 

c) Para llegar a la posicion superior la cuerda debe ser 
tirada en una longitud dos veces h 

d = 2h. 

d) EL trabajo realizado por el hombre es: 


A 


w \=F„d = 


^fj(2h) = mgh 

Justamente igual al cambio de energia. 


Ejemplo 26. Observadores en movimiento 
relativo. Sobre una plataforma en movimiento 
horizontal con una velocidad constante V. un hombre 
empuja una caja de masa m con una fuerza F una 
distancia d partiendo del reposo. Demostrar la validez 
de la conservacion de la energia desde los puntos de 
vista de observadores en marcos inerciales diferentes. 
Solucion. 

Las leyes de Newton se cumplen solo en marcos de 
referenda inerciales. Si se cumplen en uno en 
particular entonces se cumplen en todos los marcos 
de referenda que se muevan a velocidad constante en 
relacion a este mareo. 
a) Observador en la plataforma. 



El observador en la plataforma ve que la caja, de 
masa m, se mueve bajo la accion de la fuerza F. El 
trabajo realizado para mover la distancia d es: 


W = Fd 


La aceleracion de la caja es a = 


m 


Como la caja parte del reposo su velocidad en la 
posicion final es: 


v 2 = ^2ad = . 


2 Fd 


m 


El observador determina que el cambio de energia: 

A K = K 2 -K l = f mv 2 2 - ~ mv i 


Como V, = 0 y V 2 = 


2 Fd 


m 


AB , 1 (2Fd) 

A K = —m -| 

2 


= Fd 


V m J 

El observador sobre la plataforma concluye que: 


AK = —m 
2 


2 Fd 
m ) 


= Fd 


W = AK 

b) Observador situado en tierra: 

h- d' = Vt+d- 


-VI- 


zn 


zz 


El observador en tierra ve que la caja se mueve bajo 
la accion de la fuerza F, en este caso la caja se mueve 
la distancia d'= Vt'+d ,. Siendo t el tiempo que 
demora el recorrido de la distancia d sobre la 
plataforma, 

[2d ' 1 


t = 



2 dm 


, luego d'= V, 


2 dm 


+ d 


El trabajo es: 

W'= Fd'= F 


2 dm 


+ d 


W'=Fd + v4lFdm 


El observador ve que la caja tiene una velocidad 
inicial 

v*i = V 

y una velocidad final 


v ' 2 = y + v 2 =V + . 


2 Fd 


m 


El observador en tierra determina que el cambio de 
energia es: 

AK'= K\-K\ = -mv' 2 --mv'? 


AK'= —m 
2 


V + . 


2 Fd 


m 


—mV 2 

2 
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AK' = Fd + Vyl IFdm 

Aqui se cumple tambien la conservacion de la 
energia: 

W' = AK' 


SISTEMAS NO CONSERVATIVOS. 

Supongamos que tambien intervienen fuerzas no 
conservativas, como la friccion. 


El trabajo total para mover la particula de r x a r 2 es 

W ]2 = —mvl - -mv. 2 =K ? -K, 

12 2 2 

Este trabajo es tambien igual a la suma del trabajo 
realizado por las fuerzas conservativas y del trabajo 
realizado por las fuerzas no conservativas, es decir: 

w = w +w 

yy \2 yy 12 CONSERVATIVAS ^ yy 12 NO CONSERVATIVAS 

Como: 

W = JJ -IJ 

yv 12 CONSERVATIVAS ^ 1 u 2 

W =U -U +w 

VV l2 V x V 2 -r VV 12 NO CONSERVATIVAS 


De las expresiones de trabajo total tenemos: 

^2 — =U l —U 2 +W l2 NO CONSERVATIVAS 

=> {K 2 -U 2 )-(K 1 -U 1 ) = W u 


r 12 NO CONSERVATIVAS 


J7 _ J7 = W 

^2 ^ 1 y y 12 NO CONSERVATIVAS 

A diferencia que en un Sistema conservativo, no es 
igual a cero. 

Esta ultima expresion nos permite calcular el trabajo 
de fuerzas no conservativas, fuerzas que en general 
son complicadas y que en principio deberiamos de 
calcular resolviendo integrales curvilmeas. 

Ejemplo 27. A un bloque de masa m se le da un 
empujon tal que adquiere la velocidad V 0 a lo largo 

del eje x. Despues de resbalar distancia L golpea un 
resorte de constante k. Si el coeficiente de friccion 
entre el bloque y la masa es jd . ^Cuanto se 

comprime el resorte? 

Solucion. 



Sea x La longitud que se comprime el resorte. 
La distancia recorrida por la masa es 
(L + x). 


La energia inicial es solo la energia cinetica de la 
masa: 

*7 1 2 

E i = ^ mv <> 

La energia final es solo la energia potencial del 
resorte: 

E f = — kx 2 

f 2 

El trabajo hecho por la friccion 

W f = J ~ F f dx, Xj = 0, x 2 = L + x, 

F f = -juN = -jumg 

Luego: 

w n =^ +X (-m) dx = -jumg(L + x) 
Como en un Sistema no Conservativo. 


W, 


12 NO CONSERVATIVAS 


— E 2 E x 


- jumg{L + x) = ~kx 2 mvl 

Ecuacion de segundo grado cuya solucion es: 


x 


J 2 2 2 

// m g 

k 2 


m 

k 


(2 figL-vl) 


Ejemplo 28. Un cuerpo de masa 10 kilogramos cae 
desde una altura de 15 metros y alcanza el suelo en 2 
segundos. Considerando constante la fuerza de 
resistencia del aire. 

a) ^Cual era la magnitud de la fuerza de resistencia? 

b) ^Cuanta energia mecanica se ha perdido? 

c) ^Que velocidad tenia el cuerpo inmediatamente 
antes de chocar Contra el suelo? 

Solucion. 

a) Siendo el peso y la fuerza de resistencia del aire las 
fuerzas que intervienen y siendo ambas constantes 
tenemos que la aceleracion a del cuerpo es constante. 


Como h = — at 
2 


2 


La aceleracion es a = 


2 h 


2(15) m 

2 2 s 2 


Aplicando la segunda ley de Newton: 

mg ~F = ma 

F g = m(g -a) = 10(9,8 - 7,5) = 23 N 

b) La energia que se ha perdido es el trabajo realizado 
por las fuerzas no conservativas. 

^no conservativas = ^ g d — (23)(l5) = 345 J 


c) Como w = F - F 

; VV NO CONSERVATIVAS ^2 M 

Siendo 

E l =K l +U l =0 + mgh = (10X9,8X15) 

= 1470 J 


Ej — K 2 +1/21 


= -mv, + 0 = 5v 
2 2 


2 

2 
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Tenemos: 


5v? -1470 = 345 


2 1470-345 

v 2 =-= 225 


Finalmente: V 2 = 15 


m 


Una manera directa de llegar al mismo resultado es 
considerar que la aceleracion efectiva de salida es 


m 


a = 7,5 —r-, la velocidad despues de 2 segundos es: 


v 2 = at = 


7 , 5 ^ 
v s ) 


-15 


m 


LA CONSERVACION DE LA ENERGIA Y LA 
FRICCION 

La ley de la conservacion de la energia se puede 
aplicar a los sistemas donde las fuerzas no 
conservativas como actuan las fuerzas de la friccion. 
Si un sistema trabaja contra la friccion, la energia 
mecanica del sistema disminuira. 

Asi si Wf es el trabajo hecho contra la friccion, 
entonces energia inicial - la energia perdida por la 
friccion 


E x -W f =E 2 

1 2 1 2 

U , + —mv i —W f = U 9 +— mvt 
1 2 f 2 


Ejemplo 29. Cerca de Lewiston, Idaho, hay una 
carretera muy inclinada donde circulan camiones 
cargados con madera. Han ocurrido varios accidentes 
serios cuando los carros perdieron sus frenos yendo 
para abajo de la colina a gran velocidad. Se han 
construido rampas de contencion que se espera 
puedan detener a los vehiculos sin frenos. Suponga 
que un carro que viaja a 40 m/s encuentra una rampa 
inclinada para arriba 30° sobre horizontal. La grava 
floja en la rampa proporciona una fuerza friccional 
para ayudar a detener al carro mientras sube la rampa. 
La grava tiene un coeficiente eficaz de friccion de 
0,50. ^Cuan lejos a lo largo de la rampa el carro 
viajaria antes de detenerse? 

Solucion. 

N=mg cos 9 

F f = /jN = jumg cos 0 

U x + K x -W f =U 2 + K 2 



— mv 2 - {jumg cos 0)s = mgs sen 6 


s = 


2g(sen# + /j cos#) 

(40) 2 

2(9,8 Xsen30°+0,5 cos 30”) 


= 87,5 m 


POTENCIA 

Tan importante como saber cual es el trabajo 
realizado es conocer tambien la rapidez con la cual se 
realiza. Para proporcionar una medida cuantitativa de 
este concepto que incluye tanto el trabajo como el 
tiempo necesario para realizarlo se tiene a la 
Potencia. 

La potencia mide la rapidez con la que el trabajo se 
esta realizando. 


Si se realiza un trabajo W en un intervalo de tiempo 

(de t\ a t 2 ) la Potencia media es: 

p W l2 AW 


t 2 t { 


At 


Cuando t 2 -A t x , At —> 0, tendremos 

La Potencia instantanea en el instante f. 

AW dW 


P = lim-=- 

A? dt 

Tambien como 


dW = F d r 

Tenemos 

u dW ^ dr 

P = -= F - 

dt dt 

P = Fv 


El analisis dimensional 

Su unidad en el sistema internacional es J/s llamado 
Watt 6 Vatio cuyo shnbolo es W. 

Un multiplo muy usado es el kilowatt (kW) 

1 kw= 10 3 W 

Existe una unidad de energia o trabajo en terminos de 
la unidad de potencia el kilowatt-hora (kwh), es la 
energia convertida o consumida en una hora a una 
razon constante de 1 kW. 

1 kWh (10 3 W)(3600 s) = 3,6 x 10 6 J 

Para tener una idea de cuanto es 1 Watt, imaginemos 
que tenemos que levantar una masa de 50 kg. a una 
altura de 1 metro, cada 5 minutos y realizar este 
trabajo durante una jomada de 8 horas. Si levanta 
cada 5 minutos, seran 12 veces por hora, siendo 8 
horas por dia, hara un total de 12 x 8 = 96 veces al 
dia. 

El trabajo realizado es: 

W = 96 mgh 

= 96(50Kg)(9,8m/sXlm) = 47040 J 
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Para determinar la potencia tenemos que dividirlo por 
el numero de segundos en un dia. 

„ 47040J 

P = -= 1,63 W 

8 x 3600v 

Comparemos esta potencia con la potencia de un 
motor pequeno de 1 hp (horse power). 

El hp es la unidad de potencia en el sistema ingles 
1 hp = 746 W 

Ejemplo 30. Si un objeto que parte del reposo se 
desliza por un piso liso inclinado un angulo #con 
respecto a la horizontal de altura h , hallar la potencia 
P gastada por la gravedad en funcion de la posicion y 
del objeto con respecto a la parte inferior piano 
inclinado. 

Solucion. 



La potencia es: 

n dW ^ 

P — - , siendo W = Fd 

dt 

Con 

1 2 1 2 

F = mg sen# y d = —at — — g sen dt 

Tenemos 

W = (mg sen#)^-g sen#? 2 j 

1 


= —mg sen 6t 


P = 


2 
dW 



dt dt 

= mg 2 sen 2 # 

Como ha recorrido la distancia s: 

sen# 2 
Obtenemos: 


Luego: P = (mg sen 0\g sen# t) 
= mg 2 sen 2 #? 
t= 2(/i-y) 


\ g sen 0 


Luego 

P = mg 2 son 2 0 


2(// v) 

j gsen 2 # 

mgsen# 12 g(h - y) 


Otra manera de obtener es considerar que: 

P = Fv 

Donde 

F = mg sen# y v = at = gsen# t 


Como 
Obtenemos: 

P = ,„s ! sen-0 2{h 7* 

^sen 2 # 

= mgsenO 2g(h-y) 

Ejemplo 31. El flujo de agua de un no es de 50 m 3 
por segundo, se tiene un desnivel de 200 metros y se 
quiere aprovechar construyendo una hidroelectrica 

a) Si la energia del agua que cae se utilizase 
totalmente ^Que potencia se podrfa obtener? 

b) Si toda la energia procedente de la caida del rio se 
convirtiese en energia electrica y se vendiese a un sol 
el kilowatt-hora ^Cuanto dinero se cobraria en un 
dia? 

Solucion. 

a) El trabajo realizado por una masa m que cae desde 
una altura h es: 

W = mgh 
Como m = pV, 

Donde p es la densidad del agua. V es el volumen. 

W = pVgh 

La potencia que se obtiene al pie de la salida es 

dW d i 

P = — = — pVgh 

dt dt 

De estas cantidades la que varfa con el tiempo es V. 

^ = 50 ^ 

dt s 

Luego 

p / dV 

P = pgh — 

dt 

Como 

^ = 1000 ^ 
m 

Obtenemos 


m 


g =9,8^, h = 200m 


0 * 

II 

fro 

I 

* ^ 

P = 

1000 

so 

00 

(200m)[ 50 — 

y gsen 6 


l m ) 

^ S ; 

l s J 


= 9,8 x 10 W 

b) Si tenemos una potencia P = 9,8 x 10 7 = 9,8 x 10 4 
kW y consideramos que se consume las 24 horas del 
dia. La energia obtenida es igual a todo el trabajo 
realizado. 

dW = Pdt 

W = p£ 2 dt = p(t 2 -t l )= PAt 
W = (9,8 x I0 4 kw\24h) = 235,2 x 10 4 kW-h 
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si el precio de cada kW-h es 1 sol, cada dia se 
obtendran 2,352 millones de soles. 

Ejemplo 32. En la figura, un bloque de masa m 
descansa sobre una faja que se mueve con velocidad 
constante v. El coeficiente de friccion entre el bloque 
y la faja es ju k . 

Tomando como tiempo inicial t = 0, una fuerza 
horizontal F aplicada al bloque le produce una 
aceleracion constante a. 

a) Determinar la fuerza F y la potencia disipada en 
friccion como funcion del tiempo. 

b) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que se 
encuentra sobre la faja. Determinar la potencia que 
este libera en funcion del tiempo. 

e) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que 
camina sobre el piso al costado de la faja. Determinar 
la potencia que este libera en funcion del tiempo. 

a 


? —* v 

(n ) ~C o) 

ifm rnmmmmmmmmmmmmmmmmf fm 

Solucion. 

a) Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m 
en la figura 

a 



F — F f = ma 

Como Fjr = jH k N = jU k mg , obtenemos: 

F = ma + jU k mg 
y la potencia disipada en friccion es 
P = F f v 0 = {ju k mg)v Q , siendo v 0 = at 

P = /u k mgat 

b) La fuerza que hace el hombre sobre la faja es 
F = ma + jU k mg 

Su velocidad en funcion del tiempo es 
v' = v + v 0 = v + at 
y la potencia que debe dar el hombre es 
P = Fv'= {ma + jU k mg)at 

c) La tuerza que hara el hombre sobre el piso es igual 
al caso anterior: 

F'= ma + jU k mg 

La velocidad del hombre en funcion del tiempo en 
este caso es: 
v'= v + at 

Luego la potencia que debe dar el hombre es: 

P'= F'v - {ma + jU k mg){v + at) 


MAQUINAS 

Una maquina simple es un dispositivo usado para 
magnificar una fuerza o para cambiar una 
desplazamiento pequeno en grande. Las maquinas 
comunes son la palanca, el piano inclinado, el gato 
hidraulico, o una combinacion de engranajes. 

El trabajo se hace tipicamente en la maquina (el 
trabajo W\ de entrada), y entonces la maquina 
alternadamente hace un cierto trabajo W 2 de salida. 

El estado de la energia de la maquina no cambia 
apreciable durante este proceso, asi que si la friccion 
es insignificante, Wj = W 2 , basado en la idea de la 
conservacion de energia. Muy a menudo las fuerzas 
de entrada y de salida son constantes, en las cuales el 
caso W\ = W 2 , lo que lleva a: 

F l d l = F 2 d 2 F 2 =—F x 
d 2 

Aqui F\ actua sobre una distancia d\ y F 2 actua sobre 
una distancia d 2 . La ventaja mecanica de la maquina 
se define como 
F 

VM = — 

F, 


Ejemplo 33. La palanca de barra es un dispositivo 
usado para levantar objetos pesados (por ejemplo, un 
piano o una pieza grande de maquinaria). Consiste en 
una barra larga que se apoya en un fulcro una 
distancia corta del extremo de levantar de la barra. 
Suponga que el fulcro de una barra de la palanca esta 
a 3 centfmetros de la carga, y el punto donde usted 
empuja hacia abajo en el otro extremo esta a 1,50 m 
del fulcro. 

iQue fuerza minima tendrfa que ejercer para levantar 
una carga de 2000 N? 

^Si mueve el extremo de la barra 4 centfmetros hacia 
abajo, cuanto levantara la carga? 

Solucion. 



Si la barra rota con un angulo pequeno AO, entonces 
d x — L x kO y d 2 = L 2 A6 


F X L X Ad = F 2 L 2 A0 

f,=-^f 2 => 

L \ 


Fr = 


(0,03) 


1,50 

= 40 N 


( 2000 ) 


Para triangulos semejantes 

A = A d 2 =F d = 

d 2 L 2 L, 
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, (0.03) 

2 i(l,50) 

= 0,008 m = 8 mm. 

Observe que una fuerza pequena de entrada da lugar a 
una fuerza grande de salida, pero el precio que se 
paga es que un desplazamiento grande de la entrada 
produce solamente un desplazamiento pequeno de 
salida. 



Ejemplo 34. Se bosqueja aqui un polipasto 
diferenciado de la clase usada para levantar un motor 
de auto. Las poleas tienen dientes que engranan con 
una cadena continua. Las poleas estan soldadas 
juntas, hay 18 dientes en la polea externa y 16 dientes 
en la polea interna. Asi cuando la polea hace una 
revolucion, 18 acoplamientos de la cadena se 
levantan y 16 acoplamientos bajan, dando por 
resultado la elevacion de la carga. ^Cual es la ventaja 
mecanica de esta maquina? 



Solucion. 

Considere que pasa cuando la polea superior hace una 
revolucion, es decir, cuando el trabajador jala 18 
eslabones de la cadena hacia el con fuerza F\. 

Sea L = longitud de un eslabon. 

El trabajo de la entrada es W\ = Fi(18 L). 

El lazo de la cadena que va bajo de la carga es 
acortado asi por 18 eslabones y alargado por 16 
eslabones, con un acortamiento neto de 18L - 16L = 

2 L que acorta al lazo 2 L y levanta la carga L (intente 
esto con un pedazo de cuerda para convencerse de 
esta caracteristica). 


Asi el trabajo de la salida es W 2 = F{L). 
Despreciando la friccion. 

W l = W 2 o Fi( 18 L) = F 2 (L) 

La ventaja mecanica del polipasto es VM =18. 


Ejemplo 35. Un trailer esta equipado de un sistema 
para sacar barcos del agua. Consiste en una manija 
larga de 30 centimetros unido al eje de un engranaje 
pequeno con 12 dientes. Este engranaje pequeno 
endienta con un engranaje mas grande con 36 dientes. 
Se une a este engranaje grande un tambor del radio 2 
centimetros en el cual se enrolla la lmea atada al 
barco (la lmea es una cuerda.) 

/,Que tension se puede aplicar a la lmea cuando la 
manivela se empuja con una fuerza de 80 N? 
Solucion. 

Considere que pasa cuando la manivela hace una 
revolucion. La mano mueve una distancia d\ = 2nR\. 
El engranaje grande mueve 12/36 = 1/3 revoluciones. 
La lmea es jalada una distancia d 2 = 2kR 2 !3. 



F 2 =3 


^ 30 ^ 


(80) = 3600 N. 


V z J 


La ventaja mecanica: 

™ 3600 

VM =-= 45 

80 


La ventaja mecanica del tomo (despreciando la 
friccion) es 45. 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1 Defina primero en palabras y luego en una 
expresion matematica. 

a) El trabajo realizado por una fuerza cualquiera. 

b) La energia cinetica de una particula. 

2 Una particula P en el piano xy esta sometida a la 

accion de la fuerza F — y 1 2 i — x 2 j . Calcular el 
trabajo efectuado por la fuerza para desplazar P sin 
friccion desde B (0 ,.b) a A ( a , 0). 



3. Un deposito cilmdrico de altura H tiene una masa 
m de agua que lo llena hasta la mitad, que ha de 
bombearse en su totalidad por encima del borde del 
mimo. ^Cuanto trabajo ha de realizar la bomba? 
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Respuesta. AW = — mg FI 


4. lQu6 fuerza horizontal, constante debe aplicarse a 
un carro de masa 500 kg que viaja en una carretera 
horizontal a 36 km/h para que se detenga en 30 
metros? ^Quien proporciona la fuerza? 

Respuesta. 2500 N, proporcionada por la carretera. 

5. Un resorte esta unido en A a un piano vertical fijo 
y a un bloque B que resbala sobre una varilla lisa 
horizontal Ox. La longitud del resorte no estirado es 
45 cm y la constante del resorte es k = 1000 N/m. 
^Cual es el trabajo realizado por el resorte sobre B 
cuando se mueve 60 cm desde O por efecto de la 
fuerza FI 



Respuesta: 99,38 J 


6. Un resorte de masa despreciable y constante k 
cuelga del cielorraso de un ascensor y lleva 
suspendido una masa in. Cuando el ascensor se 
mueve hacia arriba durante t segundos con una 

1 

aceleracion uniforme a = — g . la reaccion inercial 

2 

hace que el resorte se alargue. 

a) ^Cuanto trabajo realiza el ascensor sobre el sistema 
resorte-masa? 

b) ^Cuanto trabajo realiza sobre el resorte? 

1 22 1 m 2 g 2 

Respuesta. a) — mg t b)- 

4 8 k 


7. En la figura se mueve el cuerpo A a lo largo de un 
piano horizontal liso por medio de la fuerza constante 
F = 5° N aplicada al extremo de una cuerda unida a A 
y que pasa por una pequena polea sin rozamiento en 
B. Calcular el trabajo realizado sobre A por la cuerda 
mientras A se desplaza 3 m, 



Respuesta. W = 120 J 

8. Una fuerza cuya magnitud varia con x de acuerdo a 
F = A + Bx actua sobre objeto que puede mo verse 
solamente en el eje x. El angulo con el que actua la 


fuerza tambien varia tal que COS # = 1 — X 2 . El 

objeto se mueve entre — y[2 < x < y[2 . 

I Cual es el trabajo realizado cuando el objeto se 
mueve de x = 0 a x = al 

2 4 

Respuesta. Aa + B —— B — 

9. Un bloque que se mueve a lo largo del eje x 
comienza del reposo en x = A y se mueve a x = B 
luego vuelve a x = A donde queda en reposo 
nuevamente. Si una de las fuerzas actuante sobre el 
bloque es opuesta en direccion y proporcional a la 

—> -» 

magnitud de la velocidad, tal que F v — —bx con b 

Constante. Demostrar que el trabajo realizado por 
esta fuerza no es cero para una trayectoria cerrada. 


10. La fuerza F = x 2 yi + xy 2 j actua sobre la 
particula .P (x,y) que se mueve en el piano xy. 

a) Demostrar que F no es una fuerza conservativa. 

b) Determinar el trabajo de F cuando se mueve de A 
a C, a lo largo de los caminos ABC, ADC y AC. 



B x 


Respuesta. a) Si 


8F X dF y a 4 

p, ^ ~ > b) ^ABC ~ o 

oy ox 3 


w =8- w 

VV ADC 2 AC 2 


11. El tubo de la figura se halla en un piano 
horizontal, su resorte comprimido inicialmente 10 
cm., y al dispararse una bolita entra en una canaleta 
circular de radio R , la friccion es constante igual a 1 
Newton. ^Cuantas vueltas dara la bolita antes de 
detenerse? 

R= 50 cm k = 62 N/m 



Respuesta. Una vuelta. 

12. Se aplica una fuerza de 1 N a una particula de 50 
g que esta inicialmente en reposo sobre una 
superficie. 
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a) ^Cuanto trabajo realiza sobre la particula en 10 s si 
la superficie es lisa y la fuerza es horizontal? 

b) El mismo caso de a) pero la fuerza hace un angulo 
de 60° con la horizontal. 

c) El caso b) pero con rozamiento entre la particula y 
la superficie 0,25 y /,Cuanto trabajo se consume en 
veneer el rozamiento? 

Respuesta. a) AW = 1000/ , b) AW = 2505/ , 
c)AW = 143/ , AW = 46J 


13. Encontrar la funcion energia potencial de un 
resorte si el origen se coloca en la pared y la longitud 
del resorte sin estirar es L. 


k 


x = L 


Respuesta. = 


1 9 

— kx -kLx + C 

2 


Si C = -kL 2 => 

2 

U ix) = 2 k(x 2 -2 Lx + L 2 )= hi(x- L ) 2 


14. Una particula que se mueve a lo largo del eje x 
esta sometida a la accion de una fuerza en un sistema 
conservativo a la que le corresponde la siguiente 
funcion energia potencial. 

U{ x ) - a + bx 2 -cx 4 

Determinar los coeficientes a. b y c, si se sabe que el 
potencial se anulaen el origen, quex = 2menuna 
posicion de equilibrio y que una particula de 5 kg con 
una velocidad en el origen de 2 m/s queda en reposo 
en x = 1 m. 

Respuesta. a-0,b- 80/7 J/m 2 , c = 10/7 J/m 4 


15. La energia potencial entre dos moleculas vecinas 
viene dada por: 

TT _ A B 

siendo r la separacion entre las moleculas. 

a) /,Cual es la fuerza entre ellas en funcion de r? 

b) /,Cual es la posicion de equilibrio de las dos 
moleculas? 

c) ^Que energia seria necesaria para alej arias de su 
posicion de equilibrio indefinidamente? 


Respuesta. a) Ft 


to 


s A ^ R 

— ~6— +12——, b) 


r = 


2 B 


, c) A E = 


4 B 


U {r} = 3x 2 y + ^-y 2 


Respuesta. 

->■ f z ^ 
F = y -4r — 6x 


K x 


l + 


y 


2y — 3x 2 — j-^k 

X) X 


17. Una particula de masa 4y penetra en una region 
en la cual su energia potencial es la indicada en la 
figura y pasa valores grandes de x, a los cuales su 
energia potencial es cero, tiene una energia cinetica 
de 16 x 10 -7 J . 

a) ^Cual es su energia cinetica en los puntos A, B y 
C? 

b) Estando en el punto A, la particula pierde 
bruscamente la mitad de su energia total, (la grafica 
de la energia potencial no se altera). Describe 


cualitativamente el movimiento subsiguiente, dando 
el dominio de valores de x en el cual puede moverse 
la particula. 



18. Un bloque de masa m es lanzado hacia arriba en 
un piano inclinado con una velocidad de magnitud 

V 0 . El angulo del piano es 0 y el coeficiente de 
friccion del bloque y el piano es jU . Si el bloque 
viaja una distancia L hasta detenerse y comienza a 
bajar volviendo a su posicion original. Calcular, 

a) El trabajo realizado por la fuerza normal durante el 
movimiento. 

b) El trabajo realizado por la fuerza de friccion 
durante el movimiento. 

c) El trabajo realizado por la fuerza de gravedad 
durante el movimiento. 

d) Encontrar L en funcion de V 0 , y 6 . 

e) ^Cual es la velocidad del bloque cuando vuelve al 
punto inicial? 

Respuesta. a) 0, b) — 2/jmgLcosO , c) 0, 


d) L = 


2g(//cos# + sen#)’ 
e) v = - 4/ugL cos 6 


16. Hallar la fuerza conservativa que da origen a la 
funcion energia potencial. 


19. Se dispara un proyectil con una velocidad inicial 
de magnitud V 0 y formando un angulo 6 con la 
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horizontal. Usando la conservacion de la energia 
encontrar. 

a) La altura maxima alcanzada. 

b) La magnitud de la velocidad cuando el proyectil 
esta a la mitad de su maxima altura. 

7 VnSen 2 # 

Respuesta. a) n = - , 

_ 2 g 

l(l + cos 2 

h)v = v °f - 2 - 


20. Una fuerza F =8t(t en segundos, F en Newton), 
actua la particula P de masa m = 4kg durante un 
tiempo t = 6 s. 

Si parte del reposo a partir del origen. 

a) Calcular el trabajo efectuado. 

b) Calcular la energia cinetica al instante t. 
Respuesta. a) W = 2592 J, b )K = 21 4 J. 


21. Un resorte de longitud £ y constante k se sujeta a 
un bloque de masa m y al piso. Si el bloque se levanta 
a una altura 3 £ y soltado desde el reposo. 

a) ^Cual sera la velocidad del bloque cuando este a 
una altura 2 £ ? 

b) ^Cual sera la maxima compresion del resorte? 

Respuesta. a) v = J3 —£ 2 + 2 g£ , 

V m 


b) 


k£ - mg + jf k£ - mg Y ^ fbki 2 + 6 mgi) 


+ - 



Respuesta. a) 0,5 mg , b) 0.3 mg , c) 2,5 mg d) 1,1 
mg , e) 5,4 mg 

24. Un bloque pequeno de masa m resbala partiendo 
de la parte superior de una esfera sin friccion de radio 
R. ^Cual es el angulo en el que el bloque pierde 
contacto con la esfera. 



Respuesta. a) COS 0 = — 

25. In saco se empuja suavemente por el borde de 
una pared en A y oscila en un piano vertical colgado 
del extremo de una cuerda de 4m que puede soportar 
una tension maxima igual a dos veces el peso del 
saco. 

a) Determinar la altura a la que se rompe la cuerda. 

b) iK que distancia de la pared vertical caera al .suelo 
el saco? 


22. Dos placas cuyas masas son m\ y m 2 , 
respectivamente, estan conectadas por un resorte. 
/,Que fuerza debera aplicarse a la placa superior para 
elevar la placa inferior despues que se retira la 
presion? No tomar en cuenta la masa del resorte. 



Respuesta. a) F > {m l + m 2 )g 

23. Una bolita de masa m desliza a partir del reposo 
hacia abajo por un carril doblado como se muestra en 
la figura, el rozamiento es despreciable, hallar: 

a) La reaccion normal del carril en A. 

b) La energia cinetica de la bolita en B. 

c) La reaccion normal del carril en 8. 

d) La energia cinetica de la bolita en C. 

e) La reaccion normal del carril en C. 



Respuesta. a) y = 1,33 m 

26. Una bola pequena de masa m = 1 g desliza hacia el 
fondo de un valle moviendose sin rozamiento como 
se indica en la figura. Partiendo del reposo, la bola 
cae desde una altura h = 2m y abandona el fondo del 
valle formando un angulo 0 con la horizontal. En el 
punto mas elevado de su trayectoria la bola choca con 
un resorte montado sobre una pared y lo comprime 2 
cm. La constante del resorte es k = 49 N/m. 
a) ^A que altura y esta el resorte? b) ^Cual es el 
angulo Ol 
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Respuesta. a)plm,b) 6 — 45° 

27. Una bola de acero de masa 1 kg esta unida a un 
extremo de un alambre de lm de largo y gira 
alrededor del otro extremo con una velocidad angular 
de 120 rpm. ^Cual es la energia cinetica de la bola? 
Respuesta. 78,88 J 

28. La faja transportadora de la figura se mueve con 
una velocidad constante v 0 y descarga los paquetes 

sobre la rampa AB. El coeficiente de rozamiento 
entre los paquetes y la rampa es 0,30. Sabiendo que 
los paquetes deben alcanzar el punto B con una 

velocidad de 4 m/s, determinar la velocidad V 0 
requerida en la faja transportadora. 



29. Una locomotora ejerce un tiro constante en la 
barra de traccion de 160000 N mientras aumenta la 
velocidad de 48 a 72 km/h. ^Cual es la potencia que 
desarrolla la locomotora: 

a) al comienzo del periodo? 

b) al final del periodo? 

c) ^Cuales la potencia .media durante el periodo? 
Respuesta. a) 2859 hp , b) 4290 hp c) 3574 hp 

30. Una grua industrial puede levantar su maxima 
permitida de 25 toneladas a la velocidad de 20mm/s. 
Sabiendo que la grua es movida por un motor de 10 
kW. Determinar su rendimiento. 

Respuesta. 49% 

31. ^Cual es la velocidad maxima la que un motor 
capaz de suministrar 10 kW puede elevar un ascensor 
de masa 500kg, sin tomar en cuenta las fuerzas de 
rozamiento? 

Respuesta. v = 2,0 m/s 

32. Si a un automovil de masa 1000 kg que se mueve 
sobre una carretera horizontal con una velocidad de 
48 km/h se le apaga al motor, este recorre aun 0,8 km 
antes de detenerse. carga 


a) Considerando que la fuerza de rozamiento es 
independiente de la velocidad, calcule su valor 
medio. 

b) ^Que potencia debe consumirse para mantener el 
automovil en movimiento con una velocidad de 48 
km/h? 

Respuesta. a) F f = 110 N b), P = 2 hp 

33. Un automovil de 1500 kg se desplaza 200 m 
mientras es acelerado uniformemente desde 50 hasta 
73 km/h. Durante todo el movimiento el automovil se 
desplaza sobre una carretera horizontal, y la 
resistencia al movimiento es igual al 2 por ciento del 
peso del automovil. Determinar: 

a) La maxima potencia requerida. 

b) La potencia requerida para mantener la velocidad 
constante de 75 km/h. 

Respuesta. a) 25 kW , b) 6,13 kW 

34. Un peso D y el contrapeso C tienen cada uno una 
masa de 350 kg. Determinar la potencia requerida 
cuando el peso: 

a) Se mueve hacia arriba con velocidad constante de 
4m/s. 

b) Tiene una velocidad instantanea de 4m/s hacia 
arriba y una aceleracion hacia arriba de 0,9 m/s 2 . 



35. Un bloque de 0,50 kilogramos es sujetado contra 
el resorte por una fuerza externa horizontal de 36 N. 
Se quita la fuerza externa, y el bloque se proyecta con 
una velocidad vj= 1,2 m/s a partir de la separacion 
del resorte. El bloque desciende una rampa y tiene 
una velocidad v 2 = 1,8 m/s en la base. La pista es sin 
friccion entre los puntos Ay B. El bloque ingresa a 
una seccion rugosa en B, extendiendo hasta E. El 
coeficiente de friccion cinetica es 0,30. La velocidad 
del bloque es v 3 = 1,4 m/s en C. El bloque se mueve 
hasta C donde se detiene. 
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v ± = 1 ,2 m/s 

km? l~l 


A y \ v == 1,8 mA 

{ V ri 

v 3 = L4 m/s v*= 0,0 m/s 

i □ □ 

hso I 

i c r 

rugose 

-) E 


^=0,30 

r - s - A 



a) La constante del resorte es: 

b) La compresion inicial del resorte en cm es: 

c) La altura h de la rampa en cm es: 

d) El trabajo realizado por la friccion entre los puntos 
B y C es: 

e) La distancia s que el bloque viaja entre los puntos 
B y D es: 

Respuesta. 

a) 1800 N/m, b) 2,0, c) 9, d) -0.32 J e) 0,55 m 

36. Una barra sin masa de 1,5 m se fija libremente a 
un pivote sin friccion en O. Una bola de 3,0 
kilogramos se une al otro extremo de la barra. La 
bola se sostiene en A, donde la barra hace un angulo 
30° sobre el horizontal, y se lanza. El montaje de la 
bola-barra puede girar libremente en un circulo 
vertical entre A y B 


3,0 kg 



a) La bola pasa a traves de C, donde la barra forma un 
angulo de 30° debajo de la horizontal. La rapidez de 
la bola cuando pasa por C es: 

b) la tension en la barra cuando la bola pasa por el 
punto mas bajo D es: 

Respuesta. a) 5,4 m/ s, b) 120 N 

37. Una fuerza externa constante P =120 N se aplica 
a una caja de 20 kilogramos, que esta en una 
superficie horizontal aspera. La fuerza empuja la caja 
una distancia de 8,0 m, en un intervalo del tiempo de 
4,0 s, y la velocidad cambia de Vi = 0,5 m/s a v 2 = 3,5 
m/s. 


p=nm 


30° 


=0,5 m/s 


Vj=3,5m/s 


20 kg 


■ 8,0m - 


a) El trabajo realizado por la fuerza externa es: 

b) El trabajo realizado por la friccion es: 

c) La razon de cambio promedio de la energia 
cinetica de la caja, en los 4,0 segundos es: 
Respuesta. a) 830 J, b) -700 J, c) 30W 


38. Un cajon de 100 kilogramos esta en una 
superficie aspera inclinada 30°. Una fuerza externa 
constante P de 800 N se aplica horizontalmente al 
cajon. La fuerza empuja el cajon una distancia de 3,0 
m arriba de la pendiente, en un intervalo del tiempo 
de 2,0 s, y la velocidad cambia de v\ = 0,8 m/s a 
v 2 = 2,2 m/s. 



a) El trabajo realizado por el peso es: 

b) El trabajo realizado por la fuerza de friccion es: 

c) El trabajo realizado por la fuerza normal es: 

d) La potencia media producida por la fuerza externa 
P durante los 2,0 segundos es: 

Respuesta. 

a) -1500 J, b) - 400 J c) Cero , d) 1050 W 

39. Una muchacha lanza una piedra de un puente. 
Considere las maneras siguientes que ella puede 
lanzar la piedra. La velocidad de la piedra con la que 
lanza es igual en cada caso. 

Caso A: Lanzada derecho para arriba. 

Caso B: Lanzada derecho para abajo. 

Caso C: Lanzada con angulo de 45° sobre horizontal. 
Caso D: lanzada horizontalmente. 

^En que caso la velocidad de la piedra sera mayor 
cuando llega al agua? 

Respuesta. la rapidez es la misma en todos los 
casos. 

40. Para hacer el trabajo sobre un objeto, 

A) es necesario que haya friccion. 

B) es necesario que no haya friccion. 

C) el objeto debe mo verse. 

D) la fuerza que hace el trabajo debe estar dirigida 
perpendicularmente al movimiento del objeto. 

E) la fuerza aplicada debe ser mayor que la fuerza de 
la reaccion del objeto. 

Respuesta. C) el objeto debe moverse. 

41. Un bloque de 8,0 kilogramos se lanza del reposo, 
v/ = 0 m/s, en una pendiente rugosa. El bloque se 
mueve una distancia de 1,6 m abajo de la pendiente, 
en un tiempo de 0,80 s, y adquiere una velocidad de 
v 2 = 4,0 m/s. 


Vi = 0 m/s 



a) ) El trabajo realizado por el peso es: 

b) La razon promedio a la cual la fuerza de friccion 
realiza trabajo en el intervalo de tiempo de 0,80 s es: 
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c) La razon promedio a la cual la fuerza normal 
realiza trabajo en el intervalo de tiempo de 0,80 s es: 

d) La razon promedio a la cual el bloque gana energia 
cinetica durante el intervalo de tiempo de 0,80 s es: 

Respuesta. 

a)) + 80 J, b) - 20 W, c) Cero, d) 80 W 

42. Una persona de 60 kilogramo cae desde el 
reposo uno distancia 1,20 m sobre una plataforma de 
masa insignificante apoyada sobre un resorte duro. 

La plataforma baja 6 cm antes de que persona vuelva 
al reposo. ^Cual es la constante del resorte? 
Respuesta. 4,12 x 10 5 N/m 

43. Un objeto esta sujeto a una fuerza restauradora F 
= 6x 3 , donde x es el desplazamiento del objeto desde 
su posicion de equilibrio. /,Que trabajo debe 
realizarse para mover al objeto desde v = 0v = 0,15 
m? 

Respuesta. 7,59 x 10' 4 J 

44. Dos resortes identicos tienen longitudes sin 
estirar de 0,25 m y las constantes de la fuerza de 200 
N/m. Los resortes se unen a un bloque pequeno y se 
estiran a una longitud de 0,30 m como en la figura A. 
Una fuerza externa P tira del bloque 0,02 m a la 
derecha y lo sostiene alii. (Vease La Figura B) 


A 

-0,32 m--0,23m- 

B 


a) El trabajo requerido para ensamblar los resortes y 
el bloque (figura A) es : 

b) La fuerza externa P, que mantiene al bloque en su 
lugar (figura B) es: 

c) El trabajo realizado por la fuerza externa P en jalar 
el bloque 0,02 m es: 

Respuesta. 

a) 0,50 J, b) E) 8 N, c) 0,08 W 

45. El bloque A (0,40 kg) y el bloque B (0,30 kg) 
estan sobre una mesa sin friccion. El resorte 1 conecta 
al bloque A a una varilla sin fricion O y el resorte 2 
conecta el bloque Ay el bloque B. Los bloques estan 
en movimiento circular uniforme alrededor de o, y los 
resortes tienen longitudes de 0,60 m y 0,40 m, como 
se muestra. La velocidad lineal del bloque B es 2.0 
m/s. 




\ 


\ 


\ \ 
© i © 

0 


2,0 m/s 


-0,60fflZ- 


-0,40 m 




a) El resorte 2 estira 0,06 m. La constante de fuerza 
del resorte 2 es: 

b) La constante de fuerza del resorte 1 es igual a 30 
N/ m. La longitud sin estirar del resorte 1 es: 
Respuesta. a) 20 N/m, b) 0,53 m 


46. Una barra ligera de 0,80 m se fija libremente a un 
eje vertical en A. Un disco de 2,0 kilogramos se une a 
la barra en B. Un resorte se une a la masa en B y a la 
manga en el eje en C. A La manga es sin friccion, 
permitiendo que se baje y suba libremente, de modo 
que el resorte sea siempre horizontal cuando este 
estirado. La longitud del resorte sin estirar es 0,45 m 
y la constante es 210 N/m. 



a) El eje esta girando y el resorte estirado tiene una 
longitud de 0,48 m. La aceleracion radial del disco es: 

b) El eje esta girando y la varilla forma un angulo de 
40° con el eje. El resorte esta estirado y horizontal. 

La aceleracion radial del disco es: 

c) El eje esta girando y el resorte tiene una longitud 
de 0,45 m. La aceleracion radial del disco es: 
Respuesta. 

a) 10,5 m/s 2 b) 15,0 m/s 2 , c) 6,7 m/s 2 


47. Cierto coche que viaja 20 resbalones del mph a 
una parada en 20 metros del punto donde los frenos 
fueron aplicados. ^En que distancia el coche pararfa 
aproximadamente la tenia que va 40 mph? 
Respuesta. 80 metros 

48. Un motor de la arena en una mina levanta 2.000 
kilogramos de la arena por minuto una distancia 
vertical de 12 metros. La arena esta inicialmente en 
el resto y se descarga en la tapa del motor de la arena 
con la velocidad 5 m/s en un canal inclinado de 
cargamento. ^En que tarifa minima se debe la 
energia proveer a esta maquina? 

Respuesta. 4,34 kW 

49. La constante de un resorte es 500 N/m y su 
longitud sin estirar es 0,60 m. Un bloque de 4,0 
kilogramos se suspende del resorte. Una fuerza 
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externa tira hacia abajo lentamente el bloque, hasta 
que el resorte se ha estirado a una longitud de 0,72 m. 
se quita y el bloque sube. 

a) La fuerza externa sobre el bloque es: 

b) Cuando el resorte se ha contraido una longitud de 
0.60 m, la velocidad del bloque hacia arriba es: : 

c) Cuando el resorte se ha contraido una longitud de 
0.66 m, la aceleracion del bloque incluyendo su 
direccion es: 

Respuesta. a) 20 N, b) 0,4 m/ s, c) 2 m/s 2 , hacia 
abajo 

50. la constante de un resorte es 200 N/m y su 
longitud sin estirar es 10 centimetros. El resorte se 
pone dentro de un tubo liso de 10 centimetros de alto 
(la figura a). Un disco de 0,40 kilogramos se coloca 
sobre el resorte (figura b). Una fuerza externa P 
empuja el disco hacia abajo, hasta que el resorte tiene 
4 centimetros de largo (la figura c). Se quita la fuerza 
externa, el disco se proyecta hacia arriba y emerge del 
tubo (figura d). 


□ tv 


T 

10 cm 

| 


§ 


P 

JL 


1 

1 

1 


| 

4 cm 

J_ 



1 


(a) 

(b) 

(C) 

(d) 


a) La compresion del resorte en la figura b es: 

b) La fuerza externa P en la figura c es: 

c) La energia potencial elastica del resorte en la 
figura c es: 

d) La aceleracion inicial del disco cuando la fuerza 
externa es removida es: 

e) La velocidad v del disco cuando emerge del tubo 
en la figura d es: 

Respuesta. a) 2,0 , b) 8N, c) 0,36 J, d) 20 m/s 2 , 
e) 0,80m/s 
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CAPITULO 6. SISTEMA DE PARTICULAS 


INTRODUCTION 

Hasta ahora hemos estado estudiando el movimiento 
de los objetos cualquiera que sea sin considerar su 
estructura. Ahora demostraremos que lo estuvimos 
haciendo bien considerando al objeto sin tomar en 
cuenta las fuerzas que actuan sobre sus partes. 
Introduciremos el concepto de centro de masa de un 
sistema de particulas, tambien se introducira el 
concepto de cantidad de movimiento y se demostrara 
que este se conserva cuando el sistema se encuentra 
aislado de los alrededores, 

SISTEMA DE PARTICULAS 



La seleccion del contomo de un sistema es similar a 
seleccionar un sistema de coordenadas. 

SEGUNDA LEY DE NEWTON APLICADA A 
UN SISTEMA DE PARTICULAS 

La figura siguiente muestra un sistema de n particulas 


de masas rrij , m 2 ,. m n , con posiciones especificadas 

por r i, r 2 ,. r n „ respectivamente. 



La segunda ley de Newton para la particula m i es: 

-» -» 

F i — TTl Cl i - F iexter + F i int 

Donde: 


La figura muestra un sistema de particulas compuesto p . im = suma de las fuerzas internas sobre m . 

de tres masas. En el sistema existen dos tipos de 

fuerzas, 

F i ext = suma de las fuerzas externas sobre m* 

a) Las fuerzas externas como la atraccion 

gravitacional de la tierra por ejemplo. T , . . 

La suma de las luerzas internas sobre la masa ra ? es: 


b) Las fuerzas internas que las particulas ejercen unas 
sobre otras (estas fuerzas pueden ser gravitacionales, 
electricas, etc.) 



En la figura hemos cambiado el contorno del sistema, 
excluyendo la masa m 3 . Como Una Consecuencia de 
esto las fuerzas internas Sobre mi y m 2 debido a ra 3 ya 
no son internas, se han sumado a las fuerzas externas 
previas, produciendo una nueva fuerza resultante. 


F lint = F12+ F 13+. F\2 = ^ F i} 

oo 

En general para la particula i es: 

n 

La fuerza total para el sistema es: 

i=n —> i=n _» i=n —» n n 

1t F i =2 mai '=2 F ' ext+ zz^ 

i =1 i=1 i=l i=1 (Mi) 

Por la tercera ley de Newton cada una de las fuerzas 
F t j tiene un F^ igual, pero de sentido contrario 
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n n 

De modo que E^r» 

i '=0 


Consecuentemente solo queda 



CENTRO DE MASA 


X CM 

1 " 

= lim — y x,Am, 

= l-\ 

xdm 

**-*> m£( 

M J 


De igual forma se obtiene: 



y cm 

1 " 

= lim — y y,Am, 

1 

~~ M 

J ydm, 

ZcM 

1 " 

= lim — y z,Am, 

1 

~ M 

| zdm y 


r CM=J.\ rdm 


Frecuentemente es muy practico reemplazar un 
sistema de muchas particulas con una particula 
simple equivalente de masa igual. La pregunta es 
donde colocar esta particula simple con respecto al 
origen dexey 


MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA. 

d 2 n n 

Si en la ecuacion: —jX m < r i = X F iex, 
dt i =o i =i 


Definamos el vector posicion del centro de masa por 
la ecuacion: 


Sustituimos ^ m i r i = M r CM 


X m < r < 

?=i 
n 

X™, 

1=1 

n 

Llamando a ^ m • = M (masa total de las n 

1=1 

particulas). 



X m , r , 


7 CM ~ 


M 


Como r CM — x CM i + y CM j + Z CM k 


1 ^ 

Tenemos que: x rM = — > mx- , 

cu M ' ' 


Obtendremos la ecuacion del movimiento del centro 
de masa 


d 2 -> « -> -> « -> 

~V / jM r GM - ^iext M a CM = zh^iext 
dt 1=1 1=1 


El punto indicado por r CM , vector posicion del 

centro de masa, se mueve se mueve como si en el 
estuviera concentrada toda la masa y las fuerzas 
externas del sistema. 

Ejemplo 1. Centro de masa de tres masas 
puntuales. 


7 


2m 

-o 


—f—o 3m 



* —t- 

X 


Si hacemos que el numero de elementos n , se 
aproximen al infinito, la sumatoria se reemplaza por 
una integral y m por el elemento diferencial dm. 

Luego. 


El centro de masa esta dado por: 


X CM 


1 n 

= —Vmx 

Mtr '' 


m (l) + 2m(l) + 3m(l) 
m + 2m + 3 m 
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9m _ 3 
6m 2 

y c„ 

m (l)+2m(3)+3m(2) 
m + 2m + 3m 

13m _ 13 
6m 6 

3 - 13 - 

r “ = 2 ,+ 7 J 

Ejemplo 2. Centro de masa de un triangulo. 



'CM 


= — f xdm 

M J 


M 

Para evaluar 


, masa total „ , , ,„ . 

dm = - x area de la lamina 


area total 


M , 2M , 
-- ydx =- ydx 

1 , ab 

— ab 

2 


Luego: x rM = — f xdm = — f 
° M 1 M 1 


M 

2 


2 M 
ab 


ydx 


J >a 

xydx 

o 


Para poder integrar tenemos que expresar la variable 
y en funcion de x. 

Por semejanza de triangulos: 

b 


y _ a-x 
b a 


y = -(a-x) 
a 


Sustituyendo: 

x rM = — [ x—(a — x)dx = f x(a - x)dx 

CM nh Jo // V 7 n 2 *0 ' 7 


a 


2 

f a ( 2 ' 

2 

1 

CO 

X 

(N 

X 

1_ 


\ax-x 

jdx = — 

Cl -1- 

a 2 ■ 

Jo ^ 

' 2 

a 

2 3 _ 

2 

^ 3 3 A 

a a 

a 


= - 

-1- 

— — 


a 1 

2 3 

V z 3 J 

3 


Realizando calculos similares encontramos: 


y cm 


b 


a 


Finalmente: r CM = — I H— j 


Ejemplo 3. Centro de masa de un arco 
semicircular. 



Por el sistema de coordenadas escogido, X CM = 0 , 

porque por cada elemento de masa a la derecha (+), 
existe otro elemento igual a la izquierda (-). Sin 

embargo para y CM es diferente. 
y CM = ydm , en este caso dm = Ad£ 


M 

Donde A =- y d£ = RdO 

7rR 


Como y = RstnO , tenemos: 

= — f' (/?sen 6)XRdd = — fsen 6d6 

M JO y r W JO 


y cm 


AR 


R " 


[- cos o] l 

M L J0 M 




\nRj 


( 2 ) 


2 R 


n 


0,64 R 
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El centro de masa no se encuentra dentro del cuerpo. 
Las figuras siguientes muestran como localizar 
experimentalmente el centro de masa primero 
colgandolo de la parte superior y luego de otro punto 
cualquiera. 




Ejemplo 4. Explosion de una granada 




Trayectoiia del centro de pj'- 
masa de Ids fragmentos 


Una granada lanzada al aire que explota en varios 
fragmentos. La unica fuerza externa sobre la granada 
es la fuerza de la gravedad, entonces la granada sigue 
una trayectoria parabolica. Si la granada no estallara 
continuaria moviendose a lo largo de la trayectoria 
parabolica indicada en la figura. Como las fuerzas de 
la explosion son internas, no afectan al movimiento 
del centro de masa. Entonces. Despues de La 
explosion el centro de masa de los fragmentos sigue 
la misma trayectoria que tendria la granada s! no 
hubiera habido explosion. 

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO 




Despues que Pi y P 2 se separan, las velocidades 
->■ ->• -» -» 
respectivas son v\ y v' 2 diferentes de v x , y V 2 . 



Ahora nos preguntamos. iQu6 pasa durante el choque? 

El tiempo de contacto total At es muy pequeno, 
quizas solo de aproximadamente 0,001 segundos. La 
fuerza de contacto inicialmente es cero, aumenta 
hasta un valor muy grande y. finalmente disminuye 
hasta cero, cuando dejan de estar en contacto. La 
figura siguiente muestra una variacion tipica de la 
fuerza en el tiempo de contacto. 



Supongamos el caso de dos particulas esfericas Pi y 
P 2 de masas mi y m 2 con trayectorias contenidas en la 
misma recta, se aproximan una a otra con velocidades 

-» -» 

Vi , y V 2 respectivamente. 


Sea t j —t i = At el tiempo que dura el choque, 
aplicando la segunda ley de Newton a las particulas 

Pi y P2 



tfO 


r dv i 

r 19 = m, a, = m,- 

12 11 1 dt 

V dV 2 

=m 1 a 0 = m 9 - 

21 2 2 2 dt 


Cuando Pi y P 2 entran en contacto, Pi ejerce sobre P 2 
la fuerza F\ 2 y P 2 ejerce sobre Pi la fuerza F 2 \. De 


acuerdo con la tercera ley de Newton F n = — F 


21 • 


O F n dt = m { d Vj y F lx dt = m 2 d v 2 
Integrando las dos relaciones durante el choque, 
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s: 

r 


r v i 

F n dt = m, d v. 

JVi 

pv'j 

F 2l dt = m 2 \ dv 2 

Z Jv 2 


y 


La particula Pi ha sufrido en el intervalo 
t j — — At , un cambio de la cantidad de 


movimiento 


rtf 

( 


F u dt = m. 

v'l- 

Vi 

Jfi 

V 

J 


Pf-Pi 


Finalmente 



y esta cantidad es tambien igual al impulso J 
recibido en ese instante por la particula 


j = Pf-Pi 


Luego: “El cambio de la cantidad de movimiento 

Trabajando con el primer miembro es ig ua i a j impulso”. 


| f Fdt corresponde al area bajo la curva mostrada 
en la figura anterior, a esta cantidad la llamaremos 


Ejemplo 5. Una pelota de 100 gramos esta en reposo 
sobre el piso, cuando recibe un puntapie que la lanza 
con una velocidad de 30 m/s. 


IMPULSO 


(-A 

J 


V J 



-» 


(0 


dt 


Sus dimensiones son: [F] [T] = [M][L][T] _1 
En el sistema internacional sus unidades son: 
Newton.segundo (N.s) 

Trabajando con el segundo miembro 



r 

1 

( -> 


m l 

V’l-V! 

y m 2 

v ’ 2 - 



^ J 

1 

V 

J 


Llamaremos a la cantidad mv = p , 


a) ^Que impulso se dio a la pelota? 

b) Si el tiempo que el pie esta en contacto con la 
pelota es 10~ 3 segundos. /,Cual es la magnitud 
aproximada de la fuerza impulsiva? 

Solucion. 

a) El impulso es igual al cambio de la cantidad de 
movimiento: 


J = Pf-Pi =mv f -m v. 


En este caso 


m = 0,1 kg, v. = 0 , v f = 30/ m/s 


j = (o,iX3or)-o = 3f kgm 

S 


CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL o 
Momentum lineal de la particula (lo designaremos 
en la practica simplemente como cantidad de 
movimiento), cuyas dimensiones son: 

[M] [[L]] - [M] [L] [T] 1 

En el sistema internacional sus unidades son: 

kg.m.s 1 


b) Se puede obtener un estimado de la fuerza que 

actua sobre la pelota, dividiendo el impulso J por el 
tiempo A t = t f — t • en que actua la fuerza : 



At 


Como J = 3! k ^ n y At = 0,001 s 
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F = —— = 3000 i N 

0,001 

Ejemplo 6. Se deja caer una pelota de masa m de una 
altura h sobre el nivel del suelo y rebota hasta una 
altura h\ 

a) ^Cual es la velocidad V- inmediatamente antes de 
chocar con el suelo? 

b) ^Cual es la velocidad v j inmediatamente despues 
de chocar con el suelo? 

-> 

c) ^Cual es el impulso J que se le da a la pelota en 
el impacto con el suelo? 

Solucion. 

-> 

a) Como v 0 = 0, x = 0 , y = h 0 

v, = 

b) Como despues de chocar y = h x , la velocidad 
Vj despues de chocar es: 

Vf =^2~gh x ] 

c) El impulso de la pelota es: 

J = mv f -mv i = 

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE 
MOV IMIENT O 

La cantidad de movimiento de una particula de masa 
m y velocidad V es: 

p = mv 

La cantidad de movimiento de n particulas es la suma 
de las cantidades de movimiento individuates, 

P total =LaPi =L m i V i 
i =1 i =1 


Usando la expresion de centro de masa 

n _> 

^ m i v,. = M vcmi 

i =1 


De at i ui ' v « = M vcm 

i =1 

La cantidad de movimiento total de un sistema es 
igual a la cantidad de movimiento de la masa total 
concentrada en el centro de masa del sistema. 

Derivando nuevamente la expresion anterior: 


. Ptotal = M — ViCM =M diCM = F.ext 

at at 

Esta cantidad es muy importante, ya que si no hay 
fuerza externa, 

F/ext = 0 ~—p tota i =0 

at 

> Ptotai = CONSTANTS 

Esto es la conservacion de la cantidad de 
movimiento. Si no hay fuerzas externas sobre un 
sistema. La cantidad de movimiento total del 
sistema es constante. 

Ejemplo 7. Tres particulas de masas 2 kg, 1 kg y 3 kg 
respectivamente con vectores posicion 

j\ = [ 5 ti - 5 1 2 j + (3? - 2)^]cm, 

r 2 = [(2?-3)/ -(l2-5? 2 )j+ (4 + 6?-3? 3 )^]cm 

y r 3 = [(l2^ - 1)/ - {t 2 + 2)j - ? 3 ^]cm 

Donde t es el tiempo en segundos. 

Encontrar: a) La velocidad del centro de masa en t = 

1 s y t = 2 s. 

b) La cantidad de movimiento lineal total del sistema 
en t = 1 syr = 2s. 

c) Analizar si el sistema de tres particulas es sistema 
aislado 

Solucion. 
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a) La posicion del centro de masa esta dada por la 
expresion: 


ayudante ahogandose se encontrara el pescador 
cuando alcance el extremo del bote? 


-» -> -> 

m l r l + m 2 r 2 + m 3 r 3 

r CM ~ 

m 1 +m 2 + m 3 

Reemplazando valores, obtenemos: 

r CM — [(3f — 1 t + 3 )j + + 2/^Jcm 

La velocidad del centro de masa es 


V CM =^ r CM= [ 3 *‘ - 2t J + (- 3f2 + 2 )^]-Y- 
Para t = Is 


V 


1 M 


Para 


= 3i-2j + -k 

t — 2 s 


cm 

s 


V 


2M 


3 i -4 j + —8k 


cm 

s 


Solucion. 

Consideremos aislado el sistema bote, pescador, 
ayudante, por lo tanto su cantidad de movimiento es 
constante. 


p = Mvcm= CONSTANTE 

Como en inicio el sistema esta en reposo: 


P = 0 => Vcm = 0 


Como V cm 



= 0 


T C m — CONSTANTE , la posicion del centro de 
masa permanece constante 


En este problema que es en una sola dimension: 

x cm = CONSTANTE 


Tomemos como punto de referencia la posicion del 

b) La cantidad de movimiento del sistema es: ayudante en el extremo del bote, al soltarse seguira en 

la misma posicion. 


p = +m l Vj + m 2 v 2 + m 3 v 3 = M v CM 


Analicemos la posicion inicial. 


p = 6^i - It) + (- 3 1 2 + 2 )k\ kg Cm 


Para t = 1 s 


p 1 = 6 3i - 2j - k 


kg cm 


2,5 m 



El centro de masa del sistema pescador-bote esta en: 


Para t = 2 s 


p 2 = 6 3i - 4j - 8 k 


kg cm 


c) Como , Pi ^ p 2 , P no es constante, luego el 
sistema no es aislado. 

Ejemplo 8. Un pescador de masa 70 kg esta en un 
bote estacionario de masa 200 kg, cuando su 
ayudante que no sabe nadar y esta en el agua cogido 
del extremo opuesto, se suelta. El pescador corre 2,5 
m hasta alcanzar este extremo. que distancia del 


m b x b + m d 2 ’ 5 ) 

Y = _ _ 

cm 

m b +m p 

Analicemos la posicion final. 



El centro de masa esta en: 
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m bi x b + x)+m X 

Y — - 

^ cm 

m b +m p 

Como la posicion del centro de masa del sistema es 
invariante, se tiene: 

m b x b + m p (2.5) m h (x h + x)+ m p x 
m b +m p m h + m p 

=> ( m b + m P ] x = m P { 2 ^) 


Reemplazando valores: 

70(2,5) 


X = 


(200 + 70) 


= 0,65m 


La posicion del pescador estara a 0,65 metros del 
ayudante. 


Ejemplo 9. Un muchacho de masa m l y una 

muchacha de masa m 2 , ambos con patines, se 
encuentran en repo so uno en frente del otro, El 
muchacho empuja a la muchacha, mandandola hacia 

-» 

el este con una velocidad V . Describa el movimiento 
del muchacho. 

Solucion. 

Siendo un sistema cerrado la cantidad de movimiento 
se conserva, 


P 


antes 



despues 


= 0, 


Si V i y V 2 son las velocidades del muchacho y la 
muchacha despues del empujon, respectivamente: 


m l v i + m 2 v 2 =0 

Considerando el movimiento en el eje x, y la 
direccion al este como sentido positivo 




V 2 = V = VI 


De aqui 


m 1 vi + m 2 vi = 0 


m 2 * 

vi =- vi 

m, 


El muchacho sale con una velocidad de modulo 

m 2 

Vj =-V dirigida hacia el oeste, 

m, 

Ejemplo 10. Dos personas de masa m cada una, se 
encuentran paradas en los extremos opuestos de un 
bote de longitud d y masa 3 m que se encuentra en 
reposo sobre un liquido sin friccion, tal como se 
muestra en la figura. Las personas caminan una hacia 
la otra con rapidez constante y se encuentran a d/4 del 
extremo izquierdo del bote. 

a) Si la persona de la izquierda se mueve con 
velocidad V 0 respecto al bote, ^cual es la velocidad 

que tiene la otra persona, respecto al bote? 

b) ^Cual es la velocidad del bote, respecto a tierra, 
durante el movimiento de ambas personas? 

c) uanto avanzo el bote hasta el momento del 
encuentro? 


m m 



d 


Solucion. 




1 V~ 4-T- 


-ld. 


a) 

El tiempo empleado para encontrarse es el mismo 
para las dos personas 

d/ 3d/ 

/4 /4 

-=- =^> = 3v 0 Hacia la izquierda 

v o v i 

b) Por conservacion de la cantidad de movimiento 

-> -> 

P antes P despues 
P antes ~ ® 

P despues = m ( V 0 + V b )' + m (~ 3v 0 + V b X + 3mV J 


^ 2 - 

=> Vb = —V n l 

5 0 

c) 

El tiempo de caminata de las personas es 
luego el bote se habra movido 
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x = v b t = 



v d ^ 


V 4v o j 


d_ 

10 


Como V CM 


m l Vj + m 2 v 2 
m 1 + m 2 


SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE 
MASA 

Cuando la fuerza externa resultante que actua sobre 
un sistema es cero, la cantidad de movimiento total es 
constante. Muchas veces es conveniente escoger un 
sistema de coordenada., con el origen situado en el 
centra de masa. Este sistema se denomina 
“SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE 
MASA” 

Con respecto a este sistema la velocidad del centra de 
masa por supuesto es cero y la cantidad de 
movimiento total es cero. 

El analisis de la mayor parte de los choques es mas 
sencillo en el sistema de referencia centra de masa. 


m, Vj + m 2 v 2 


m l +m 2 


m 2 

m l + m 2 



\ 

) 


-> -> 

m, v, + m 2 v 9 

y u 2 = v 2 -—- 

m l + m 2 


m 1 + m 2 


( 

V 


Vi-v 2 


\ 

J 


La transformacion de un sistema de referencia 
cualquiera a un sistema centra de masa no es dificil. 
Consideremos un sistema do dos particulas m x y m 2 

-» -> 

con velocidades v l y V 2 respectivamente cuyo 

-> 

centra de masa se mueve con velocidad V CM , como 
se muestra en la figura. 



Como comprobacion, calculemos la cantidad de 
movimiento total con respecto al centra de masa, el 
cual debe ser igual a cero. 


-> -» -> 

p = m l u i + m 2 u 2 


= P = m l 


m 0 


m, + m 


Vi — Vn 


i -f rn 2 v 


= m« 




— 

Vi-v 2 

m l +m 2 

l J 


= 0 


La cantidad de movimiento es: 

^ ^ 

p = m l vi + m 2 v 2 ={m l +m 2 )v cm 

Para transformar esta expresion al sistema Centro de 
masa, las velocidades de las particulas con respecto al 
centra de masa son como se muestra en la figura 
siguiente. 



Las velocidades relativas al centra de masa son: 


En la seccion siguiente veremos ejemplos de 
aplicacion usando el sistema de referencia centra de 
masa. 

CHOQUES 

Se llama choque o colision entre dos cuerpos a un 
fenomeno en el que los cuerpos Participantes son 
libres antes y despues de la interaccion, sobre los que 
no actuan fuerzas resultantes. 

La interaccion dura un tiempo muy corto, durante el 
cual los cuerpos ejercen entre si fuerzas de cierta 
intensidad. 

Por lo general en los choques solo participan dos 
cuerpos, aunque esto no es estrictamente necesario. 


-» -» -» -» -» -» 
M 1 = V 1 ~ V CM y U 2 = V 2~ V CM 
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Sean dos cuerpos de masas M\ y m 2 con velocidades 
-> -> —> —> 
V x y V 2 antes del choque y velocidades v\ y v’ 2 

despues del choque respectivamente. 


Paralamasa m 2 \ 

rt 0 

J F 2 dt = m 2 v 0 - m 2 v 2 = J 2D = - J lD 


En todo choque entre dos cuerpos se conserva la 
cantidad de movimiento, esto es: 


-» —> 

Resolviendo para v x y V 2 . 


P = P' => P 1 +P 2 = P\+P\ 


m , Vj + m 2 v 2 = /77, v\ + m 2 v' 2 


Vi 



77 % 



m 2 


La diferencia de estas velocidades es: 


Ahora nos introduciremos en el proceso complejo que 
acompana al choque, el instante At = —t { , en el 

que aparece la fuerza de interaccion, este periodo 
vamos a dividirlo en dos partes, los periodos de 
deformacion y restitucion. La figura muestra el 
grafico de la fuerza de interaccion en funcion del 
tiempo entre las masas m\ y m 2 . 



El tiempo t 0 es el instante de maxima deformacion 

en el que empieza la restitucion y las dos masas 
poseen la misma velocidad 


-*■ 1* f 1 1 1 

V 2 -V! =J W -+- 

K m l m 2 J 



r m x + m 2 ^ 
v m l m 2 


Ahora aplicaremos la ecuacion Impulso-cantidad de 
movimiento por el periodo de restitucion (R). 


Para la masa m x : 

rt 0 -> 

J F x dt = m x v\ -m l v Q = J R 


Paralamasa m 2 : 


rt 0 

J F 2 dt = m 2 v' 2 -m 2 v 0 = J 2R = - J XR 


Resolviendo para v\ y v' 2 . 


-» 



” 1 R 


+ v n 


V 0 1 = v 02 = v 0 


La diferencia de estas velocidades es: 


Vamos a aplicar la ecuacion impulso - cantidad de 
movimiento para el periodo de deformacion (D), 

h ~> h : 




1 


1 


\ 


K m l m 2 y 


Para la masa m x : 

rt 0 

F x dt = m l v 0 -m x v x = J D 

Jt: 1 



f , A 

m x +m 2 

v m 1 m 2 


De lo visto encontramos la relacion entre el impulso 
de restitucion y el impulso de deformacion. 
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J 


1 R 


-> 


J 


ID 


(v'a-v’t) _ 

(v 2 - v i)~ 


a) Choque perfectamente elastico. En este caso no 
hay perdida en la energia mecanica asociada al 
impacto, la energia cinetica permanece constante. 


A esta relacion se le conoce como coeficiente de 
restitucion (6*). 


Esta relacion fue propuesta por Newton y tiene 
validez solamente aproximada. 

El valor de esta relacion depende de muchos factores 
tales como la geometria, las propiedades de los 
materiales, la velocidad, por ello debemos 
contentarnos con una determinacion experimental. 


K x +K 2 =K\+K\ 


— m,v, +—m 9 v =—m 1 v 1 + —m 9 v 9 
2 i i 2 2 2 1 1 2 2 2 


m, (v’ 2 -v 2 ) = m 2 (v’ 2 —v \) 


Por conservacion de la cantidad de movimiento 
tenemos: 


Ejemplo 11. Una pelota de beisbol de 0,15 kg de 
masa se esta moviendo con una velocidad de 40 m/s 
cuando es golpeada por un bate que invierte su 
direccion adquiriendo una velocidad de 60 m/s, ^que 
fuerza promedio ejercio el bate sobre la pelota si 
estuvo en contacto con ella 5 ms?. 

Solucion. 

Datos: m - 0,15 kg 
Vi = 40 m/s 

v f = - 60 m/s (el signo es negativo ya que cambia el 
sentido) 

t = 5 ms = 0,005 s 

A p = J 

Pf ~ Pi = J => mv { - mv i -Ft 

^>F = m{v f - V\)/t 

F = 0,15 kg.(- 60 m/s - 40 m/s)/0,005 s 
= 0,15 kg.(- 100 m/s)/0,005 s 
= - 3000 N 

CASOS DE CHOQUE 


P1+P2 =P\+P\ ’ 

-> -> -> -> 

m 1 Vj + m 2 v 2 = m l v\ + m 2 v' 2 






m l 


i 

\ = m 2 

[v ; -v 2 j 


Asumiendo que el movimiento es en una sola 
direccion 

m Fi - v'i) = m 2 (v’ 2 -v 2 ) 

Dividiendo entre si las expresiones halladas por 
energia y por cantidad de movimiento obtenemos. 

Vi +v'i=v'2+V 2 => (v , 2 -v , 1 ) = -(v 2 -v 1 ) 

_ (v’a-v'i) _ 1 

-(v.-v,)" 1 


Perfectamente elastico 
£ = l, (v' 2 -v' 1 )=-(v 2 -vj 
Inelastico £ < 1 

El coeficiente de restitucion y tiene un valor entre 0 y 

1. 

Perfectamente plastico 

£• = 0 , (v' 2 -v'j) = 0 


El cual es por supuesto el coeficiente de restitucion 
de un choque perfectamente elastico £ — 1. 

b) Choque perfectamente plastico. En un choque 
perfectamente Plastico, despues del choque las masas 
quedan juntas, es decir tienen la misma velocidad, tal 
que 

V 2 — v'i , por lo tanto: 
v' 2 - v\ = 0 y £ = 0 


Explosivo £ > 1 

Ejemplo 12. 


Ejemplo 13. Medicion del coeficiente de 
restitucion e. 
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Sistema de particulas 


Hugo Medina Guzman 


Si se quiere medir el coeficiente de restitucion de los 
materiales, se realiza mediante una bola hecha con 
uno de los materiales y una superficie plana hecha 
con el otro material, la que se coloca sobre el suelo. 

Se suelta verticalmente la bola sobre la superficie 

desde una altura h x . 

Conocemos la velocidad de la bola al momento del 
choque 

Vi = V 2 ^l 

La bola rebota verticalmente hasta una altura h 2 , tal 
que la velocidad v\ de la bola despues del choque es: 

v'i = -V^T 

Como la superficie no tiene velocidad inicial ni 
velocidad final v 2 = 0 y V 2 = 0 . 

Encontramos que: 

(V'2-V'l) _ V 'l 

(V 2 -Vi) Vl 

Reemplazando valores: 

~V 2 g /; 2 _ fh[ 

V 2 ^i v h i 

Ejemplo 14. Choque plastico o inelastico 
a) Velocidades de igual direccion y sentido. 


sentido contrario. Luego del choque ambos cuerpos 
continuan juntos con una velocidad final comun a 
ambos. 

La velocidad final sera: 

m\Vn + m 2 v 2 i = miVif + m 2 v 2 f 

Como vif y v 2 f son iguales porque ambos cuerpos 
siguen juntos: 

Vlf = V 2 f = Vf 

m\V\i + m 2 v 2 i = (mi + m 2 )v f 

v _ (m<V\, + m 2 v 2l ) 

f (mj + m 2 ) 

b) Velocidades de igual direccion y sentido 
contrario. 



Antes 


m l +m 2 





-U 






De spues 


En este caso los cuerpos poseian velocidades de igual 
direccion pero de sentido contrario antes del choque, 
como en el caso anterior luego del impacto continuan 
juntos, con una velocidad final que estara dada por la 
diferencia de las cantidades de movimiento. La 
velocidad final sera: 

miVii - m 2 V2i = miVif + m 2 v 2f 



Antes 



Igualmente: 


Vlf - V 2 f - v f 


^!+ m 2 





v /, 






De spues 


miVii - m 2 v 2 i = (mi + m 2 )vf 

_ (/»|V|, -m 2 v 2| .) 

(m l+ m 2 ) 


Supongamos un cuerpo 1 de masa m x y velocidad 
que se dirige a hacia el cuerpo 2 de masa m 2 y 
velocidad v 2 , siendo ambas velocidades de igual 
direccion y sentido. Sobre cada cuerpo actuo en el 
momento del choque, el impulso que le provoco el 
otro cuerpo, entonces hay dos acciones de igual 
intensidad y sentido contrario, en consecuencia 
ambas cantidades de movimiento seran iguales y de 


La velocidad final mantendra la misma direccion pero 
tendra el sentido de la velocidad del cuerpo que antes 
del choque tenia mayor cantidad de movimiento. 

Ejemplo 15. Choque elastico 

a) Velocidades de igual sentido 
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Sistema de particulas 


Hugo Medina Guzman 



pr? 

v i; 




t r A 


to 



Antes 


m. 


v ji 


De spues 



Durante el choque cada cuerpo recibe una cantidad de 
movimiento que es igual a la velocidad perdida por el 
otro. A1 recuperar su forma inicial, cada uno pierde o 
gana respectivamente, la cantidad de movimiento 
ganada o perdida en el momento del choque, la 
velocidad final de cada uno sera: 


m 2 ( 

v 2f 

mj 


Vo: — V,,)+ Vj, 


Si las masas son iguales 


V 1 f= V 2i-V 2 f+V l i 


b) Velocidades de distinto sentido 


Ejemplo 16. Choque plastico. Las dos particulas 
quedan en contacto despues del choque. 

Estudiar desde dos puntos de vista: 

a) Observado desde tierra, sistema laboratorio y 

b) Observado desde el centro de masa. 

Solucion. 

a) Sistema laboratorio. 

La figura muestra las dos particulas antes y despues 
del choque. 



Por conservacion de la cantidad de movimiento 



Antes 



De spues 



En este caso los cuerpos literalmente rebotan, y la 
velocidad final de cada uno sera: 


y i f 


= — ( V 2«+^2/)‘ 
m . 


m l Vj+ m 2 v 2 = {m l + m 2 )v' y 

p = m l v l +m 2 v 2 = (m,V| +m 2 v 2 ) , 

(mj + m 2 ) ( m l +m 2 ) 

La energia mecanica antes del choque es: 

K = K r + K 2 = —m l v 1 + — in 2 v 2 

La energia mecanica despues del choque es: 


Si las masas son iguales 


v lf = V 


2 i 


+ v 2/ -v lf 


El principio de conservacion del impulso es el mismo 
que el de conservacion de la cantidad de movimiento. 

Cabe aclarar que en la practica podemos aplicar el 
principio de conservacion de la cantidad de 
movimiento durante los choques, siempre que el 
tiempo que el tiempo de duracion del impacto sea 
muy pequeno. 


K'= -{m, + m 2 Y 


1 (m l v l + m 2 v 2 ) 2 

2 (m, + m 2 ) 


La relacion de la energia es: 


7T 

K 


(m, + m 2 ) 


v i +■ 


m 0 


m, 


2 m 2 

+ —V 


V 


y 

A 

2 

2 


m . 
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Sistema de particulas 


Hugo Medina Guzman 


Por ejemplo la caida de un meteorito a la tierra, la que 
suponemos inmovil (v 2 = 0) y m x « m 2 , obtenemos 

K' A 

K - 0 y — = U , este es un choque perfectamente 

K 

plastico. Si K fuera diferente de cero, la totalidad de 
la energia se transformaria en calor. 

b) Sistema centro de masa. 

La figura muestra las dos particulas antes y despues 
del choque. 



La figura muestra las dos particulas antes y despues 
del choque. 



Por conservacion de la cantidad de movimiento: 


in , Vj = m x v\ + m 2 v' 2 


( 1 ) 


En este caso: 


En sus componentes: 

m x v x = m x v\ cos O x + m 2 v\ cos 0 2 




f - 


u x = 


m x +m 2 \ 

^ m 


v x -v 2 


U 2 “ 


n 


m x +m 2 \ 


v x -v 2 


0 = m x v\ sen6^ - m 2 v\ sen<9 2 

Como es un choque elastico la energia mecanica se 
conserva: 


Con V 2 = 0, 


1 2 

— m, v, 

2 


1 

= — m,v 

2 


>2 

1 


1 

+ —m 7 v 

2 2 


.2 

2 


( 2 ) 


Obtenemos: 


m 0 


u x = 


m x +m 2 


-Vi y u 2 


m , 


m x + m 2 


En las ecuaciones (1) y (2) conocidas las masas m x y 
m 2 , tenemos como incognitas vi, v’i, v’ 2 , 6\ y 0 2 . 
Contamos con tres ecuaciones. Para resolver 
necesitamos conocer al menos dos de las cantidades 
anteriores. 


Despues del choque m\y m 2 entran en contacto 
constituyendo una sola particula de masa ( m\ + m 2 ) 
que esta en reposo en el sistema centro de masa, 

u\ - li 2 = 0. 


En el caso particular en que m\ = m 2 , podemos llegar 
a la relacion; 


V 1 - v'i + v' 2 


Aqui tambien FC =0, S— 0. 

Ejemplo 17. Choque elastico. Consideremos dos 
particulas, una con masa m x y velocidad v x , la 
segunda con masa m 2 y velocidad v 2 = 0 

Solucion. 

a) Sistema laboratorio. 


Elevandola al cuadrado: 


v ;= v « +v 'l+2v\-v\ 


Por la conservacion de la energia: 


v x =v'\+v'\ 


Luego, obtenemos: 
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v V v' 2 = 0 


m l u l = m l u\ =^> u x = m'j y 


Las velocidades v'j y v\ son ortogonales, esto nos 
dice que las trayectorias de las particulas despues del 
choque son perpendiculares entre si, tal que: 

0 x + 0 2 = 7 t/2 

b) Sistema centro de masa. 

La figura muestra las dos particulas antes y despues 
del choque. 




Por conservacion de la cantidad de movimiento: 

-» -> -> -> 

m l u x + m 2 u 2 = m l u\ + m 2 u\ = 0 

De aqui: 


f 

> 

2 


/ A 

m , 


»2 


-Mj 


, 

U 2 = 

— L W j 

V m 2 

y 



m 2 J 


m 2 i/ 2 =m 2 u\ =^> w 2 = w' 2 

Para un choque elastico £ = 1, como se espera. 

Ejemplo 18. Reflexion de particula sobre un piano. 

Consideremos dos particulas, una con masa m l , que 

incide sobre una masa m 2 de superficie plana como 
se muestra en la figura. La masa m l tiene 

velocidades y v\ antes y despues del choque, la 

superficie inicialmente esta inmovil V 2 = 0 y tiene 

una velocidad v’ 2 despues del choque. 


7 J 



Solucion. 

Por conservacion de la cantidad de movimiento: 

-> -> -> 

m, Vj = m, v\ + m 2 v' 2 

Para la energia tenemos que tomar en cuenta si el 
choque es elastico o no. 

a) Choque elastico. 


Como es un choque elastico la energia mecanica se 
conserva: 


En este caso la energia mecanica se conserva 

K = K' 


1 

— m,u 
2 


2 

1 


+ —m^ul 

2 2 2 


1 

= —m,M 
2 


*2 

1 


+ — m.u'l 

2 2 2 


1 2 1 ,2 1 ,2 

— m.Vi = m,v,+ m 9 v 9 

2 i i 2 1 1 2 2 2 


Reemplazando w 2 yw' 2 en funcion de Wj y w', 
respectivamente. 


l2 2 ^2 

De aqui obtenemos: V x =-V 


.2 

2 




/ 


1 1 
+ 


\ 


v 2m, 2m 2 y 

De aqui se deduce: 


— ( m i M 'i) 2 


i i 

- + - 


2m, 2m 


2 J 


Expresion que podemos escribir como; 





Vi + V, • 

V 1 

-v'l 

l J 

V 

J 


m 9 




-v 2 *v 2 


De la conservacion de la cantidad de movimiento 
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r- 

-> 


► \ 

m x 

v,-v\ 

= m 2 v' 2 => 

Vj - v' 



l J 


V 

J 


Reemplazando esta expresion en la de la energia, 
obtenemos: 

-> -> -> 

Vj+v'l = v ' 2 

Como 


el otro con velocidad V 2 de tal modo que chocan. 

Despues del choque el auto 1 sale con velocidad v\ 
cuya direccion forma un angulo /3 , tal como se 
indica en la figura. 

a) Hallar la velocidad del auto 1 luego del impacto. 

b) Determinar la posicion del centro de masa y las 
ecuaciones parametricas del mismo. 


Vj = VjSen O x i - v 1 cos O x j , 
v\ = v\ sen 6^ i + v\ cos 6\ j , 

v ' 2 = “v ' 2 J 

Reemplazando obtenemos: 

VjSen 6 x i -v x cos^ j + v\ sen 6^ i 
+ v\ cos 0\j = -v' 2 j 

De aqui: 

VjSen^ + v\ stnd\ = 0 y 
Vj cos Q x - v\ cos 0\ - v\ 


c) Determinar si el choque es elastico o no. 

m l =m 2 = 200 kg , v 01 = 3 m/s , 

v 02 = 1 m/s ,v\ = 2 m/s, a = 53°, /? = 37° , 

d =3m 



Solucion. 


En el caso en que v\ — 0 (la superficie no se mueve) 


a) por conservacion de la cantidad de movimiento 


e x = e\ y vj = v\ 

b) Choque inelastico. 


P antes P despu 


m x v x + m 2 v 2 = m x v x + m 2 v 2 


En este caso K > K' 


Aqui 


f 2 f 2 1 2 ^ W 

— mjVj > — miv’j + — Vj = 3/, 


Para encontrar la relacion de K y IC podemos usar el v ^ _ (l)cos 53° f + (l)sen53° j 

coeficiente de restitucion 8 . 


8 = 



siendo 0 < £ < 1 


Ejemplo 19. En un parque de diversiones dos amigos 
juegan con los autitos “chocones”. En cierto 
momento las direcciones de ambos vehiculos forman 

-> 

un angulo CC . Un auto se dirige con velocidad Vj y 


= 0,6/ + 0,8 j , 


7, = (2)cos37°f + (2)sen37° j 

= 1,6 1 +1,2; 
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Reemplazando: 

3 1 + 0 , 6 1 + 0,8; = 1 , 6 1 +1,2; + V 2 

=> v^ 2 = 2i - 0,4 j 

v' 2 = 2 2 + 0.4" =4,16 
= 2,04 m/s 
2 

tan y =-= -5 => r = -79° 

-0,4 



b) Para determinar la posicion del centra de masa es 
necesario conocer la posicion inicial de la masa m 2 

Como m 1 y m 2 emplean el mismo tiempo desde el 
inicio hasta el choque: 


Vj 3 m/s 

La posicion inicial de m 2 es: 

x 20 = -v 2x t = -0,6(l) = -0,6 m, 

^20 = ~ v 2 / = -0,8(1) = -0,8 m 

Siendo la posicion inicial de m l 


Como m l = m 2 = 200 kg 

x cm =|(*i +x 2 ), y CM =^bi + yi) 


Antes del choque: 


x x = -3 + 3t , y x = 0 

x 2 = -0,6 + 0,6^, y 2 = -0,8 + 0,8^ 

Luego 

x cm - _ 1 9 8 + 1,8/^, y CM =-0,4 + 0,4^ 

Despues del choque: 

X\ = l,6(r — l), y, =l,2(f-l) 
x 2 = 2 (t - 1) , y 2 = -0,4(t -1) 

Luego 

X CM = _ l)’ yCM ~ — l) 

c) Para saber si es elastico o no, tenemos que analizar 
si la energia se conserva o no. 

La energia cinetica antes del choque es: 


K = —m,v i 
2 1 1 


1 2 

+ —m 9 v 9 

2 2 2 


= i(200X3) ! +i(200Xl) 2 


= 900 +100 = 1000 J 


La energia cinetica despues del choque es: 


jr I l |2 l 

K = —m,v, + —m 9 
2 2 


V 


f 2 

2 


*io = ~ 3m > yio = 0 
El centro de masa esta dado por: 

v _ x i m i +* 2 m 2 „ _ y x m x + y 2 m 2 

X CM ’ y CM — 

m l + m 2 m ] + m 2 


= i(200X2) 2 + i (200X2, 04) 2 

= 400 + 416 = 816 J 

Hay una disminucion de la energia cinetica: 
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AK= 816 - 1000 = - 184 J 


V = yf^gy = y] 2(9,80 )(0,45 x 10“ 2 ) 


Luego el choque es inelastico. 

Ejemplo 20. El pendulo balistico. Este es el caso de 
un choque perfectamente plastico, se utiliza para 
medir la velocidad de un proyectil. Un proyectil de 
masa m y velocidad v se incrusta en el bloque de 
madera de masa M. 




Antes Despues 

Aplicando la conservacion de la cantidad de 
movimiento. 


= 0,297 m/s 

La rapidez final V de la bala es 

p mv () - MV M T7 

v = — = —--= v 0 - V 

mm m 

= 450 - 1,00 , (0,297) 

5,00x10 3 

= 390,6 m/s. 

Ejemplo 22. Un satelite artificial en vuelo explota en 
tres partes iguales. Una parte continua a lo largo de su 
linea original de vuelo y las otras dos van en 
direcciones cada una inclinada 60° a la trayectoria 
original. La energia liberada en la explosion es dos 
veces mas que la energia que tenia el satelite en el 
momento de la explosion. Determinar la energia 
cinetica de cada fragmento Inmediatamente despues 
de la explosion. 


m v 


= (m + M)V 


Solucion. 


La energia cinetica despues del choque es: 


La figura muestra el satelite antes y despues de la 
explosion. 


K'= ~( m + M)V 2 , esta se convierte en energia 
potencial U = (m + M )g/z 

Luego (m + M )V 2 = (in + M ^jgh 


=> V =j2gh 





La velocidad del proyectil es: 

(m + M) TT ( m + M ) 

m — -5 - L y — - L 


m 


m 


y[2gh 


Por conservacion de la cantidad de movimiento. 


P 


antes 


P 


despues 


Ejemplo 21. Una bala de 5,00 g se dispara contra un 
bloque de madera de 1,00 kg suspendido de un hilo 
de 2,000 m, atravesandolo. El centro de masa del 
bloque se eleva 0,45 cm. Calcule la rapidez de la bala 
al salir del bloque si su rapidez inicial es de 450 m/s. 

Solucion. 

La rapidez del bloque de madera despues de que la 
bala ha atravesado (pero antes de que el bloque 
comience a elevarse; esto asume una gran fuerza 
aplicada por un tiempo corto, una situacion 
caracterfstica de las balas) es 


La cantidad de movimiento debe conservarse en las 
tres dimensiones x,y,z, independientemente, de alb 
que vi, v 2 , v 3 y v deben ser coplanares. 

Asi obtenemos: 

,, M M , AO M ™ 

Mv = — v, H - v 9 cos 60 H - Vo cos 60 

3 3 3 


y —v 2 sen60°-VoSen60°=0 

3 2 3 3 

De estas dos ecuaciones encontramos que: 
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v 2 =v 3 (1) 

3v = Vj + v 2 (2) 


La energfa inicial es: E { = 


-Mv 2 

2 


La energfa final es: 

E f = -Mv 2 + 2 -Mv 2 = -Mv 2 
f 2 2 2 


Esta energfa es igual a la suma de las energfas de los 
tres fragmentos. 


-Mv 2 

2 


1 M 2 \ M 2 

- v 2 + - v~ 

2 3 2 3 


1 M 

+-v 

2 3 


2 

3 


9v 2 = v 2 + v 2 + v 2 (3) 


De las ecuaciones (1), (2) y (3) obtenemos: 

v i = v ’ v 2 = 2v, v 3 =2v 


La energfa cinetica de cada uno de los fragmentos 
inmediatamente despues de la explosion es: 


K . = -Mv 2 , K 7 = -Mv 2 , K , =2mv 2 
1 6 2 3 3 3 


Ejemplo 23. Un bloque de 2,5 kg, se desliza sobre 
una superficie rugosa, cuando contacta con el resorte 
tiene una velocidad de 1,2 m/s. el bloque se detiene 
momentaneamente cuando el resorte se ha 
comprimido 5,0 cm. El trabajo realizado por la 
friccion, desde el instante en que el bloque hace 
contacto con el resorte hasta el instante en que hace el 
alto es 0,50 J. 

a) ^Cual es la constante del resorte (&)? 

b) ^Cual es el coeficiente de friccion? 

c) Despues de la compresion del resorte, el bloque se 
aleja de el, ^cual es la velocidad del bloque, despues 
de separarse del resorte? 


2,5kg 


L 

dMilM 

l\ 

rugose 


Solucion. 

a) Energfa antes = Energfa despues 

L(2,5Xl,2) 2 = U(0,05) 2 +0,5 

=> k= 1040N/m 


b) W f = jumgd 


mgd 


0,5 

2,5 x 9,8 x 0,05 


= 0,41 


c) -he 2 -Wf = -mv 2 
2 2 

*(l040X0,05) 2 -0,5= *(2,5> 2 

=> v = 0,80 m/s 


Ejemplo 24. Una pelota de masa m = 100 g se deja 
caer desde una altura h = 2m. La pelota rebota 
verticalmente hasta 3 A h despues de golpear el suelo, 

a) Calcular la cantidad de movimiento de la pelota 
antes y despues de golpear el suelo, 

b) si la duracion del golpe fue de 0,01 s, calcular la 
fuerza media ejercida por el piso sobre la pelota. 
Solucion. 

En la figura se muestra el esquema de la situacion. 


v=0 


v=0 

♦ 'V 


' 


a) Cantidad de movimiento inicial: 


Pi = -mViJ 

Cantidad de movimiento final: 


p f = mv f j 

Los valores de las velocidades inicial y final se 
pueden calcular usando el principio de conservacion 
de la energfa. 

Inicial: 


0 + mgh . = ^mv ( 2 +0 =^> v t = ^2~gh i 

Final: 

1 2 

—mv f +0 = 0 + mghr 




Por lo tanto, las cantidades de movimiento inicial y 
final son: 

I -/V [3 ^ 

Pi = -»H 2 8 h ,j - Pf = mj-ghij 

Reemplazando los valores, se tiene: 

p t = -0,63 kgm/s, p f = -0,54 kgm/s 
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b) Usando la aproximacion del impulso: 


J = F m At = Ap =* Fm =±f = 

At 


_ A p_ P lZ P l 
At 


F. = 


0,54]-(-0,63 j) 
0,01 
- 118;N 


Ejemplo 25. Una bala de la masa m y con velocidad 
v pasa a traves de un pendulo de masa M. La bala 
emerge con una velocidad de v/2. El pendulo esta 
suspendido por una barra rigida de longitud l y masa 
insignificante. ^Cual es el valor minimo de v tal que 
la masa del pendulo gire un circulo completo? 
Solucion. 

En esta colision, se conserva la cantidad de 
movimiento pero la energia no. 

Este es un ejemplo de una colision inelastica que no 
es perfectamente inelastica. 






Antes 


V 

Despues 


despues 


mv = m — + MV 
2 


De aqui: 

2 M 
v = — 
m 


V (1) 


Despues de la colision se conserva la energia para el 
pendulo (la conservacion de la energia para la bala 
despues de la colision no es util desde que su energia 
no cambia). Este tratamiento nos da la velocidad del 
pendulo el momento despues de la colision: 

^MV 2 =^MV a +Mg(2l) (2) 

Condition para que pueda dar la vuelta 



T + Mg = Ma c 

Condicion minima para hacer movimiento circular 

T = 0 

Luego 


Mg =M 


V 


1 2 


V' 2 = g{ 


(3) 


Reemplazando (3) en (2): 

3 MV 2 =^Mg£ + Mg(2l) => 
^MV 2 =^Mg£^ V=45gi 


Reemplazando el valor de V en (1): 

2 M 


v = 


m 


5 gi 


MOVIMIENTO CON MASA VARIABLE - 
PROPULSION POR REACCION 

Por la conservacion de la cantidad de movimiento si 
un cuerpo en reposo puede expulsar una parte de su 
masa en cierta direccion, el resto de la masa se 
movera en sentido opuesto, con igual cantidad de 
movimiento. Si este proceso puede mantenerse 
durante un tiempo, el resto de la masa, como es el 
caso de un cohete, aparecera para un observador 
externo en reposo. Como si se estuviese acelerando. 
Esto se expresa mediante la forma mas general de la 
segunda ley de Newton. 


Como: 


F = 


d p 
dt 


p = mv 


Siendo la masa variable 
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-» -> 

A, dm v d v dm 

F =-= m- b v- 

d? dt dt 


Como el infinitesimo dmd V es de segundo orden, 
podemos despreciar este termino; luego 


Expresion que nos permite determinar el movimiento 
de un cuerpo cuya masa cambia durante su 
movimiento. 

Cuando aplicamos al caso de un cohete aparecen los 
problemas, evidentemente m es la masa del cohete 
que va cambiando. ^Cual es la velocidad de escape 

-» 

del combustible? No es igual a V , la velocidad del 

cohete. Si no existe fuerza externa, i F debe ser cero? 
Entonces no se movera el cohete. Analicemos el 
problema desde el punto de vista de la conservacion 
de la cantidad de movimiento. 


md v-dmu = 0 


d v dm 

Dividiendo por dt se obtiene: m - u -= (J 


dt 


dt 


Como V es la velocidad del cohete, 


d v 
dt 


es la 


-> 

aceleracion a . 


De este modo: 


Sea el cohete mostrado en la figura siguiente, en el 


instante t, tiene una masa m y una velocidad 



con una cantidad de movimiento lineal m V . 


dv ^ ^ dm 

m -= ma = u - 

dt dt 



Por la segunda ley de Newton se puede identificar la 

dm 

cantidad u - como una fuerza, tal que la fuerza 

dt 

de empuje es: 


En la figura siguiente se muestra el cohete en el 
instante t + dt , a expulsado una masa dm que sale 


con una velocidad U = —ui 
Ahora la masa del cohete es 

-V\ 


velocidad es 


v+ d v 


relativa al cohete. 
(m — dm) y su 


V J 


U 


dm 


©>d 


dm 

F = u - 

dt 


-*■ dm 

Como u es negativa y- por se perdida de mas 

dt 

-> 

tambien es negativa, F es positiva, como 
esperabamos. Esta es una fuerza externa que produce 
aceleracion al cohete, al que ahora consideraremos 
como un sistema aislado sobre el que hay una fuerza 
externa. 


La cantidad de movimiento lineal total es: 






im-dmi v+dv 

+ dm 

v- u 

K ) 



J 


Por conservacion de la cantidad de movimiento lineal 


tenemos: p antes = p de: 


- , /"A A A 

m v = (m — dm 1 v+d v + dm v-u 


m v = mv+md v-dmv+dmd v+ dmv-dmu 


Velocidad del cohete. 


De la expresion md v— dm u = 0. obtenemos: 

,“*■ -*■ dm 

d v = u - 

m 


+ ^ r m dm ^ r . lm m 

,) = u I — = «H 0 =« ln — 

Jm o m 0 m n 


m 


Como u es negativa y m < m 0 , In - es negativa. 




Luego la velocidad es positiva. 
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Velocidad limite del cohete. 

Una vez que se haya terminado el combustible la 
masa se reduce a m x , y llegamos a la velocidad 
limite. 


v m = u In — 
m 0 

Una vez alcanzada esta velocidad, esta permanecera 
constante. 

Ejemplo 26. Un cohete y su combustible tienen una 
masa inicial m Q . El combustible se quema a una 

dm 

razon constante-= C .Los gases son expulsados 

ill 

-> 

con una velocidad constante u respecto al cohete. 

a) Despreciando la resistencia del aire, hallar la 
velocidad del cohete en el instante t , despues de 
despegar de la tierra. 


V( t) = -gt - Min 


K - Ct ) 


m n 


b) Antes de encontrar la altura que alcanza en el 
momento que se acaba el combustible, encontraremos 
la altura para el tiempo t. 


dz 

Como = —, tenemos: 


dt 


dz = -gtdt - Min ^^ dt 


m n 


Integrando 


[ dz = - f gtdt - [ «ln ^^ dt 
Jo Jo Jo m 


1 


z = --gt 2 -—{m 0 -Ct] In 

2 C | m, 


K - ct ) } 


o 


b) ^Cual es la altura que alcanza en el momento que 
se acaba el combustible? 

Solucion. 


El tiempo t x en que se acaba el combustible es 
cuando m = m,. Como m — m x — Ct , obtenemos: 


a) Las fuerzas que actuan sobre el cohete son la 
fuerza de empuje y la fuerza de la gravedad. 
Aplicando la segunda ley de Newton. 


h 


m 0 -m x 
C 


Z ~± ^ dm ^ ^ 

F = ma u -h mg=ma 

dt 


Reemplazando t x en la expresion anterior 
encontramos la altura que alcanza en el momento en 
que el combustible se acaba. 


Donde u = -uk , g = -gk , 2 = — = —k 

dt dt 


dm _ 

y -= -C =^> m = m n 

dt 0 


Ct 


CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR Y 
MOMENTO DE UNA FUERZA O TORQUE 

Consideremos una partfcula P de masa m, su posicion 
con respecto al origen O en un instante dado esta 

-> 

determinada por el vector r . 


eemp azan ° uC - (m 0 - Ct)g - (m 0 - Cf)— L a partfcula tiene una velocidad v y su cantidad de 

movimiento lineal es p = mv . 

dv uC 

° - = —g + ~7 -V 

dt (m 0 — Ct) 


Integrando f dv = f — gdt + f 7 -r dt 

Jo Jo J° (m 0 - Ct) 

La velocidad en el instante t es: 
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LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR 
O MOMENTUM ANGULAR L 

Se define como el producto vectorial de r y p , 


-> —» —> 

d L d “*■ Jr ^ d p 

-= — rx p =-x p+ rx- 

dt dt dt dt 


Como 


d r 

-= v y p = mv => 

dt 

dr ^ ^ 

- x p = vxmv = 0 

dt 


Luego 


L= rx p 

La direccion de L es perpendicular al piano definido 

por r y p , su sentido lo da la regia de la mano 
derecha, su modulo es: 


-» -> 

J L ' d p 
— = rx 
dt dt 


Por otra parte si F es la fuerza que produce el 
movimiento de la particula, por la Segunda Ley de 
Newton tenemos: 


L = rp sen# = rmv sen# 

Como vsen^es la velocidad tangencial ( v t ) y 

V t = COr , siendo co la velocidad angular. Podemos 
escribir: 

L = mr 2 co 


-> 



^ J V 

mo = m - 

dt 


-> 

d p 

dt 


Luego 


d L 
dt 


rx F 


MOMENTO DE INERCIA (/). 

2 

Llamando Momento de Inercia al producto mr , 
Tenemos: 


A esta cantidad que produce un cambio en la cantidad 
de movimiento angular se le conoce como 


MOMENTO DE UNA FUERZA o TORQUE 


L = I CO, vectorialmente L = I CO 

Las dimensiones de la cantidad de movimiento 
angular son: 



dt 


Tiene como modulo T = rF sen# 

Su sentido esta dado por la regia de la mano derecha. 


Sus unidades en el sistema intemacional: 


Kg m 2 

s 


O J S 


Ejemplo 27. Una particula de masa m se mueve en el 

—» 

piano xy con una velocidad V a lo largo de una linea 
recta. ^Cual es la magnitud y direccion de su cantidad 
de movimiento angular con respecto al origen O? 


Derivando la cantidad de movimiento angular L con 
respecto al tiempo: 
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Solucion. 

La posici6n de la particula es r . 

-> 

La velocidad de la particula es V . 

Su cantidad de movimiento lineal es 
p = mv 

-> -> -> 

Su cantidad de movimiento angular es L = rx p 

L = rxmv = rmv sen#(- 

La magnitud es: L = rmvsen# = mvrf , donde 
= rsen# 

Luego L = -(mvd)k 

Podemos ver que la cantidad de movimiento angular 
con respecto a O' es cero. 

Ejemplo 28. En determinado instante, la Posicion de 
una particula con respecto a un origen O de 

—^ 

coordenadas esta dada por el vector r = 3i + 4 j 

(en metros). En ella actua una fuerza 

—^ 

F = 16/ +32] (en Newton) . Encontrar el torque 

-> 

originado por la fuerza F que actua sobre la 
particula. Con referenda al origen O. 

Solucion. 

El torque es: t = rx F = (3f + 4j)x (l6f + 32 j) 

- (3X32)£ + (4Xl6)(- fc) = 96£ - 64£ 

= 32k Nm 


Ejemplo 29. Un cilindro solido Puede girar alrededor 
de un eje sin friccion como se ve en la figura. Una 
cuerda enrollada alrededor del radio exterior R\ ejerce 
una fuerza F { hacia la derecha. Una segunda cuerda 
enrollada alrededor de la otra seccion cuyo radio es 
R 2 ejerce una fuerza F 2 hacia abajo. ual es el torque 
que actua sobre el cilindro alrededor del eje z que 
pasa por O? 



Solucion. 

Sobre el cilindro actuan: 

F 1 = F x i en n = R X J y F 2 = ~F 2 j en 

7 2 =-R 2 t 

El torque neto sobre el cilindro es: 


T = T 1 + T 2 

t = r\x Fi + r 2X F2 = —R x Fjc + R 2 F 2 £ 

= (R 2 F 2 -R t F t )k 

Si Fj = 10 N, Rj = 2 m y F 2 = 5 n, R 2 = 1 m: 

t = [(5NXlm)~ {lONX2m)]k = -15 k N m 

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO ANGULAR 

En el caso de una particula come en la seccion 
anterior, si el torque aplicado con relacion a un punto 
dado de referenda es cero, tenemos que: 

-> 

d L 

-= 0, por consiguiente: L = CONSTANTE 

dt 

La cantidad de movimiento angular con respecto al 
punto de referenda es constante. 
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Ejemplo 30. Una particula de, masa M en el extremo 
de un hilo gira con velocidad v\ cuando el radio es r h 
si disminuimos el radio de r x a r 2 , £que sucede con la 
velocidad? 


Ejemplo 31. Calculo de la desviacion de un cuerpo 
situado en la linea ecuatorial y que cae desde una 
altura h . 


Solucion. 


Solucion. 



La figura indica la forma como se puede realizar esta 
experiencia, para disminuir el radio basta jalar el hilo. 

Aplicando la conservacion de la cantidad de 
movimiento angular: 

^antes = ^despues 


r x Mv x = r 2 Mv 2 


Vo = V, 


Tambien podemos hallar el trabajo realizado para 
acortar el radio. 






r \ 

2 

1 

r \ 

Vl — 

= —M 

1 

r l) 

2 

22 ; 


El trabajo realizado es igual al cambio de energia 
cinetica. 


W = AK = 




\ r 2j 


2 


1 

2 


Mv\ 



En la figura, sea una particula de masa m a una altura 
h sobre la superficie de la Tierra en un punto que, 
para simplificar, consideramos que se encuentra sobre 
el ecuador. Para los casos de interes fisico, la altura h 
sera por lo comun muy pequena en comparacion con 
el radio, R de la Tierra. Si se supone que la particula 
parte del reposo en relacion a un punto de la 
superficie de la Tierra verticalmente por debajo de el 
entonces, inicialmente, el componente radial de la 
velocidad v r de la particula desaparece y su 
componente tangencial vq sera co (R + h), en donde co 
es la velocidad angular de la Tierra. Al soltarse, 
debido a la atraccion gravitacional de la Tierra, la 
particula comienza a caer verticalmente hacia abajo y, 
por ende, su distancia radial r del centro de la Tierra 

comienza a disminuir. De L = mrv e se deduce que 

el componente tangencial de su velocidad v# debe 
aumentar este proceso y de modo tal que haga que el 
producto tvq sea constante. En terminos mas 
cuantitativos, esto quiere decir que durante su 
descenso hacia el suelo, la distancia radial r y la 
velocidad tangencial vq se deben relacionar por 
medio de 

mrv e = mco(R + h ) 2 (1) 

Puesto que, inicialmente, la velocidad de la particula 
es co(R + h), de tal modo que su cantidad de 
movimiento angular L en relacion al centro de la 
Tierra es mco(R + hf Anticipandonos al hecho de que 
la desviacion hacia el este sera muy pequena, 
podemos escribir para la distancia radial r del cuerpo 
al centro de la Tierra en cualquier instante t, 


1 . 

r = R + h - gt 

2 


( 2 ) 


-Mvf 

2 


f \ 


\ V 2 J 


-1 


Y al sustituir esto en (1) obtenemos: 
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co(R + h) 2 

R + h - gt 2 

2 


co(R 0 + h ) 
l~gt 2 KR + h) 


(3) 


CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS. 


Para calcular la magnitud de la desviacion hacia el 
este, sea v y en el instante t, la velocidad del cuerpo 
que cae en la direccion hacia el este, tal y como lo ve 
un observador fijo con respecto a la superficie de la 
Tierra. Entonces 


= v 0 - rco 


0)(R o +h ) 1 2 

-- 5 - n~(R + h~-gt )a> 

i ,2 //T, TX 2 


1 -~gt z /(R + h) 


= (R + h)co 


1 + 


1 2 

i£_ 

R + h 


1 9 

~{R + h)co + —gt co 


= gt 2 co 


Donde la segunda igualdad se obtiene de la 
utilizacion de (2) y (3) y la tercera, a continuacion, 
mediante el hecho de que gt 2 «{R + h) y el empleo 
del teorema binomial. A1 integrar esta formula para v y 
se obtiene, para la desviacion total hacia el este y en 
el instante t, 

1 3 

y = <*>■ 


Vamos a considerar un sistema de dos particulas, 
como se muestra en la figura. 



x 


d L x 

Para la particula 1: T i =-, donde 

dt 


f- 


t i = nxFi = nx 


F 12+ F lext 


V 


F x Es la fuerza total sobre la particula 1. 


F n Es la fuerza ejercida por la particula 2 y 


Finalmente, puesto que el tiempo que necesita la 

particula para caer la distancia h es de (2 hg )^ 2 , la 
deflexion total hacia el este d, se puede expresar 
como sigue 



Por ejemplo, si se deja caer una particula desde una 
altura de 100 metros, su desviacion hacia el este, 
segun esta formula, se descubre que es (al sustituir los 
valores h = 100 metros y co - 7,2 x 10' 5 rad/s) de 2,2 
cm. Esta desviacion es muy pequena y solo se puede 
observar en condiciones controladas cuidadosamente. 


F, , Es la suma de las fuerzas extemas sobre la 

1 ext 

particula 1. 


T i = 


d 

dt 


= r l xF l2 +r l xF u 


t„ + r. , 

12 1 ext 


Similarmente para particula 2. 



r,x F~, + r,xF, , 

LULL ext 




ext 


Es importante recordar la base fisica para la deflexion 
pronosticada en (4). Conforme la particula desciende 
hacia la superficie de la Tierra su velocidad 
tangencial ve debe aumentar para que el producto rve 
sea constante. Por consiguiente, de esto se desprende 
que su velocidad tangencial debe sobrepasar a la del 
punto de la superficie que se encontraba inicial e 
inmediatamente por debajo, y, en esta forma, se 
desvia hacia el este. 


Sumando T x + r 2 


d A _j_ d L 2 _ d L total 
dt dt dt 


Para los Torques internos tenemos: 


r n + r 2 j = r x x F n + r 2 x F 7 


21 


Como F 21 = — F n 
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L 

X 



A1 estar sujetos los dos hombres a la cuerda su 
movimiento es circular y si consideramos que el piso 
esta en el piano xy, 

Tenemos: 


Reemplazando 


T n + T 21 = ~ r n X ^12 




Como r 12 y F n son paralelos: r 12 x F n = 0 , y 


L initial — 2 DK, 

2 

-> £ 

L final — 2 D 

4 


£pfc , 

2 


Como L initial — L final 


p' = 2p 


^ 12+^21 =0 


De aquf: T lfirt +r 2a( =■ 


dL, 


1 total 


dt 


y Tgjtr = ■ 


dL, 


'total 


dt 


La cantidad de movimiento lineal final de cada 
hombre es el doble de la cantidad de movimiento 
lineal inicial. 

CONSTANTE, Independiente, del tiempo 


Vemos si T ext = 0 => L total = CONSTANTE , 
independiente del tiempo. 

Ejemplo 32. Dos hombres se encuentran en una pista 
de patinaje, ambos sostienen una cuerda de longitud 
£ . /,Que pasa con la cantidad de movimiento lineal 

—> 

p de cada uno de ellos, si ambos jalan la cuerda y 

acortan la distancia entre ellos a £ / 2 ? Asumir que 
se mueven en circulo y que la magnitud de sus 
cantidades de movimiento son iguales. 

Solucion. 

Las unicas fuerzas externas al sistema son la fuerza 
de la gravedad y la reaccion normal del piso, estas 
fuerzas se cancelan. Las unicas fuerzas que, 
intervienen en el sistema son las internas, por lo tanto 
la cantidad de movimiento angular del sistema se 
conserva. 


Ejemplo 33. Una particula de masa m\ se desplaza 

sobre un piano horizontal con velocidad V 1 . Dos 
particulas de masas m 2 y m 3 unidas por una varilla de 

masa despreciable se mueven con velocidad V 2, 
como se indica en la figura. 



H 


Suponiendo un choque totalmente plastico entre m\ y 

M2 

^m- ^ irk m- 
mi = m 2 = m 3 = 1 kg, Vi = 20 — 1 , V2 = —10 — l , 

S S 

£ = lm 


27 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 












www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Sistema de particulas 


Hugo Medina Guzman 


Calcular: 

a) La posicion del centro de masa respecto a la masa 
m 2 en el momento del choque. 

b) La ley del movimiento del centro de masa. 

c.) La velocidad angular de rotacion alrededor del 
centro de masa despues del choque. 

Solucion. 

a) En el momento del choque, tomando como 
referencia la posicion de m 2 , el centro de masa esta en: 

Posicion en el instante partida (t = 0). 


b) Como parten del reposo, la cantidad de 
movimiento total del sistema es cero. 


P total — A/ V cm — 0 


Como Van = — Tcm r cm = constante. 

dt 

El centro de masa permanece en la misma posicion. 

c) Consideremos la cantidad de movimiento angular 
con respecto al centro de masa antes y despues del 
choque. 

Antes del choque. 



Posicion en el instante de encuentro. 


y 



CM 



- 2dB^ 


m, 


2d 


+ m n 


2d\ 


l + nin 


3 ) 


2d 


m 1 + m 2 + m 3 


m(2d) _ 2d 

3m 3 

_m l (0) + m 2 (0) + m 3 (£) 

y cm - 

m l + m 2 + m 3 


L — V lem X p i + r 2 cm ^ p V 3cm X p 3 


-> 2d 1 ^ 

riem =— —I --J , Pi =m i Pi =2vi 


V 2 cm 


= (d - v 2 t)i - ^ 7 , p 2 =m 2 v 2 = - 10 f 


—> , v 2 A ^ 

r 3cm = {d - v 2 t)i + — j , p 3 =m 3 v 2 = 20 1 


-> -> -> 

Nota: En los vectores posicion ( r 1 cm , T 2 cm , T 3 cm ) 
solo ponemos la posicion en el eje y, porque la 
posicion en i se va a anular con el producto vectorial. 

Reemplazando: 

L = 1 y j x (20?)+ i j j X (-10 1 )+ j j X (-10?) 


L = 



20 ^ = M 
3 


i 

3 


1 

m 

3 


Despues del choque: 
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Como despues del choque el sistema gira alrededor 

-> 

del centro de masa con velocidad angular 0 ), 
podemos expresar la cantidad de movimiento angular 
en funcion del momento de inercia. 


L' = Ico, 1 = I X + I 2 + / 3 


/ = TOj 


e 

v3y 


+ rrtn 


+ m. 


2 i 


2 

3 


luego L = CO 


Por conservacion de la cantidad de movimiento 


angular L' = L 


2 * rad 

I0k = —cd => co = 15k - 

3 s 



Ejemplo 34. Un muchacho va corriendo por la acera 
con una velocidad constante v con sus brazos 
estirados perpendicularmente a su recorrido. La 
distancia entre los extremos de los dedos de sus 

manos es 2£ 0 . Cuando al correr pasa junto a un 

poste, se coge al mismo con la mano izquierda, 
levanta los pies del suelo, y gira por aire alrededor del 
poste. 

a) Si su masa es, M. i Cual es el valor de su cantidad 
de movimiento angular respecto al poste cuando corre 
por la acera? 

b) Si la fuerza de reaccion del poste no solo lo hace 
girar, sino que ademas proporciona una fuerza 
impulsiva que hace frenar ligeramente su movimiento 
hacia adelante, de modo que su energia cinetica se 
reduce a los cuatro quintos de su valor original. ^Cual 
es su momento de inercia respecto al poste? 



Solucion. 

a) La cantidad de movimiento con que se acerca el 
muchacho es: 


L= rx p = rmv sen Ok 

—> 

Como rsen# = ^ 0 => L = m£ 0 v£ 

b) Cuando el muchacho se coge del poste, las fuerzas 
de reaccion centripeta e impulsiva deben pasar por el 
poste por lo tanto no ejercen ningun torque sobre el 
muchacho y la cantidad movimiento angular se 
conserva. 


L = mlrvlc = constante 


La energia cinetica despues de cogerse del poste es 

4 

K'= K . 

5 


K es la energia cinetica antes de cogerse, 

v 1 2 
K = mv 
2 


Luego: 


K'= K = 

5 5 


MV 


= ^ mv 2 (1) 


Tambien K ' = Ico 2 , como L = look 
2 


CO = 


Reemplazando este valor de co en K’ 


K'= 


= Mod 2 

21 21 


( 2 ) 


Igualando (1) y (2) 
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2 

5 


mv 2 


(mtp v ) 2 

21 


Luego su momento de inercia es 


I = 


5 

4 


ml 2 0 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. Una masa m\ se situa en (x u y u zi) y otra masa m 2 
en (x 2 , y 2 , z 2 ). 

a) Hallar la distancia r 0 entre m 1 y m 2 . 

b) Hallar la distancia r\ entre mi y el centra de masa. 

c) Hallar la distancia r 2 entre m 2 y et centra de masa. 

Respuesta. a) 

r 0 = V( X 2 --^l) 2 + U - Jl) 2 -Zl) 2 


b) r x = 


m 2 r 0 


(m l +m 2 ) 


, c) r, = 


m i r o 


(m, + m 2 ) 


2. Dos partfculas de masas mi = 1 kg y m 2 = 3 kg se 
mueven por el espacio, sus vectores posicion Son: 

/V /V I ^ 2 -A. ZV 

= 3/ + tj — v tk , r 2 = sen t i + k 

a) Hallar el centro de masa. 

b) ^Cual es su aceleracion? 

c) Hallar su aceleracion vista por un observador que 

se mueve con velocidad constante V = j + 3k . 

Respuesta. a) 

vcm =-^[(3 + 3sen£ 2 )' + tj + {it - V7)^] 


—> 

b) a cm — 


—(cos t 2 + 2r 2 sen r 2 \‘ +—tk 
2 V y 16 


c) igual que b) 


3. Encontrar el centro de masa de una lamina delgada 
mostrada en la figura 



Respuesta. y = 0,983m encima del centro del 
orificio 


4. Una fuerza F = ti +1 2 j + t 3 k actua sobre un 

cuerpo en el intervalo de 0 < t < 6 s . Hallar el 
impulso sobre el cuerpo. 

Respuesta. 181 + 72j + 324118/ +72 j + 324 k 


5. Suponga que la fuerza que actua sobre una pelota 
de tenis (m = 0,060 kg) en funcion del tiempo esta 
dada por la grafica de la figura. Usando metodos 
graficos estime: 

a) El impulso total dado a la bola. 

b) La velocidad de esta despues de haber sido 
golpeada, suponiendo que estaba en reposo en el 
momento de ser golpeada. 



Respuesta. a) 4,5 Ns b) 75 m/s 


6. Un flujo de partfculas identicas de masa m y 

velocidad uniforme V , inciden sobre un piano fijo de 
area A, la direccion forma un angulo 0 con la normal. 
Despues del choque las partfculas tienen una 

velocidad v* , la direccion es simetrica a la de V . 

—» —> 

Tambien V = V . 

a) Calcular el Impulso que se ejerce sobre cada 
partfcula en el momento del choque. 

b) Calcular el valor de la fuerza comunicada a la 
superficie por unidad de tiempo. Siendo n el numero 
de partfculas por unidad de volumen de chorro 
incidente. 

Respuesta. a) / = (2v COS d)h , 
b) F = 2 nAmv 2 cos 2 6 

7. Un nadador de 70 kg se lanza al agua desde el 
podio de una piscina con una velocidad de 3m/s en la 
direccion de la figura. Calcular la fuerza ejercida 
sobre el podio durante los 0,8s que el nadador ejerce 
el esfuerzo sobre el mismo para impulsarse en el salto. 
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Respuesta. F = (— 227/ — 818j)n 


8. Un recipiente de 0,25 kg con capacidad para 5 kg 
de agua se llena de un cano en 5 s. En el instante en 
que el recipiente esta medio lleno, la balanza lee 3,0 
kg. Si no se salpica el agua, ^Cual es la velocidad del 
agua que cae en dicho instante. 



Respuesta. 2,45 m/s 


I 


9. Una bala de fusil de masa m y de velocidad 
constante v 0 , penetra en un bloque de madera fijo; la 

bala se detiene despues de recorrer una distancia d 
con un movimiento uniformemente retardado. 
e) Calcular la desaceleracion a de la bala, deducir la 
fuerza de desaceleracion. 

b) Calcular el tiempo de desaceleracion. 

c) ^Cual es el impulso comunicado a la bala por el 
bloque? Comparar con la cantidad de movimiento de 
la bala antes del choque. 

Realizar la aplicacion numerica para v 0 = 600 m/s, d 
=30 cm, m - 40 g 

v o ^ m 

Respuesta. a) a = — = 6x10 — , 

2d s 

F - ma - 24 x 10 7 N , 

b) t = ^ = 1(T 3 s 

a 

c) J = F t = 24 N, J = mv 0 

10. Un canon fijo sobre un vagon que se puede 
desplazar si friccion sobre una via rectilmea 
horizontal con una masa total M. El canon forma un 
angulo a con la horizontal. 

a) Si el vagon esta en reposo el canon dispara un obus 
de masa m, determinar la relacion entre las 
velocidades v y V del obus y del canon. 

b) Si la velocidad del obus relativa al canon es v’ 
(forma un angulo 6 con V ), determinar la relacion 
entre v' y V . 

c) El vagon se desplaza con una velocidad rectilmea 
constante u sobre la via antes del disparo. El obus 
tiene una velocidad v relativa al canon en movimiento 
a la velocidad V despues del disparo: 

Calcular la variacion de la velocidad (u - v) del 
vagon 


Encontrar la velocidad V del obus. 

d) Deducir del calculo anterior el alcance R del obus. 



f? £ 

M V 

Respuesta. a) v =- 


in cos a 


(, V 

1 + - 

V m 


m 


b) v' = 

c) u-v = 

m + M 

v = {u + Mv' cos p)i + v’sen fij 


cos /3 
-v’cos j3 , 


2v 

d) R =-sen/? 

8 V 


MV R 

u +-cos p 

M + m 


\ 

J 


11 . Desde la plataforma de un tren que se mueve con 
una velocidad de 10 m/s se arroja un paquete de 25 
kg, Este es cogido en el aire por una persona que esta 
junto a la via. Desde el tren se observa que esta 
persona retrocede con una velocidad de 7,5 m/s. 

/,Cual es la masa de la persona? 

Respuesta. 75 kg. 

12 . Un muchacho esta en medio de un lago 
congelado sin friccion de tal manera que no puede 
mo verse. Para poder salir el lanza su sombrero de 
masa 0,5 kg hacia el norte con una velocidad de 12 
m/s a 53’ con la horizontal. Si la masa del muchacho 
es 60 kg y el radio del lago es 400 metros. ^Que 
pasa7 

Respuesta. El muchacho resbala hacia el sur y llega a 
la orilla 1 h 51 min despues. 

13 . Un paquete de 10 kg se descarga de una cinta 
transportadora con una velocidad de 3 m/s y cae en 
una vagoneta de 25 kg. ^Si la vagoneta esta 
inicialmente en reposo y puede rodar libremente, 

Cual es su velocidad final? 
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m 2 = 10 kg 


*5 m/s 


777777777777777777777777777777777777 

x= o 

Respuesta. a) x C m = - 3 1/3 m, 

b) p x = 25 i kg.m/s, p 2 = 0 , p CM - 25 i kg.m/s 

c) v = 1 2/3 i m/s 


Respuesta. v = 0,732 i m/s 

14 . Un hombre de 75 kg se lanza al agua desde la 
proa de su bote de 50 kg. La componente horizontal 
de su movimiento es 1 m/s respecto al bote. Hallar las 
velocidades del hombre y del bote respecto a un 
observador en el muelle. 

a) Si el bote esta inicialmente en reposo 

b) Si el bote se movia inicialmente hacia adelante con 
una velocidad de 2 m/s. No considerar perdidas de 
energia debido al agua 

Respuesta. a) vi = 0,4 m/s , v 2 = 0,6 m/s 
b) vi = 2,4 m/s , v 2 = 1,4 m/s 


15. Un canon dispara un obus de 2,4 kg hacia arriba. 
Alcanza su maxima altura, 313,6 m y se parte en dos, 
0,8 kg y 1,6kg. Las dos partes llegan a tierra 
simultaneamente. La pieza de 1,6 kg toca tierra a 480 
m de la explosion (medida a lo largo del eje x). 

a) i Cuanto tiempo tomaria al obus volver a tierra si 
no se hubiera partido? 

b) /,Cual es la velocidad de cada una de las piezas 
justamente despues de la explosion? 

c) Encontrar la cantidad de movimiento de cada pieza 
justamente antes de tocar tierra. 

Respuesta. a) 8 segundos 

b) v(i,6) = 60/ m/s(16), v(o,8) =-120/ m/s 

c) P( i,6) = 96/ -125,44; kg.m/s , 

P( o,8) = -96/ - 62,72; kg.m/s 

(El movimiento es en el piano xy\g- 9,8 m/s 2 ) 

16. Un bloque de masa 10 kg esta en reposo en el 
origen segundo con masa 5 kg se mueve a lo largo del 

eje x con velocidad de magnitud v 0 = 5 m/s. Los 

bloques choca quedan unidos. y se mueven en el eje x. 
La superficie tiene friccion despreciable. 

a) /,Cuando el bloque de 5 kg esta en x = -10 donde 
esta centro de masa? 

b) Encontrar la cantidad de movimiento de la masa de 
5 kg, de la masa de 10kg y del centro de masa antes 
del choque. 

c) /,Cual es la velocidad del sistema combinado? 


17 . Dos bolas Pi y P 2 de masas m\ y m 2 estan 
suspendidas del cielorraso por dos hilos inextensibles 
de la misma longitud t ; Pi y P 2 estan en contacto sin 
presion con los hilos verticales. 

Se saca Pi de la posicion de equilibrio a un angulo 

0 O manteniendo el hilo tenso, luego se suelta sobre 

P 2 - 

Calcular: 

a) La velocidad de Pi justo antes del choque. 

b) Las velocidades v’i y v’ 2 de Pi y P 2 
inmediatamente despues del choque perfectamente 
elastico. Discutir este resultado para valores relativos 
de las masas m 2 . 

c) Las alturas de las posiciones limites de Pi y P 2 
despues del choque. 

Aplicacion numerica; l = \m. 6 () = 60°, W-2 = OTi/2 
Respuesta. a) Vj = yf2gi cos # 0 , Vj = 3,13 m / s , 


, m,-m 2 , 

b) v , = —!-— Vj , v j = 1,05 m/s 

m, +m 9 


Para m l > m 2 Vj y v'j tienen el mismo sentido. 
Para m 2 > m l v\ tiene sentido contrario de Vj. 
, 2m 1 v 1 


m l + m 2 


, v\ = 4,22m/s 


v' 2 en todo caso tiene el mismo sentido que Vj 

c) h = = 0,056 m , h 2 = — = 0,91 m 

2 g 2g 


18 . En un Juego de billar, la bola A esta moviendose 

—» 

con la velocidad v 0 = 31 m/s cuando choca con las 

bolas B y C que estan juntas en reposo. Tras el 
choque, se observan la tres bolas moviendose en las 
direcciones que muestra la figura, con 6 - 30°. 
Suponiendo Superficies lisas y choques 
perfectamente elasticos, hallar los modulos de la 

velocidades, V A , V B y V c . 
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Respuesta. V A =1,5 m/s , V B = 1,29 m/s , v c 2,25 
m/s 

19. Se dispara una bala de 39 g con una velocidad de 
500 m/ contra un bloque A de 5 kg de El coeficiente 
de rozamiento entre el bloque A y la plataforma es 
0,5. Si la masa de la plataforma es 4 kg y puede rodar 
libremente, hallar: 

a) La velocidad final de la plataforma y el bloque. 

b) La posicion final del bloque sobre la plataforma. 




\ 



Respuesta. a) 0,943 m, b) 0,711 m, 0,37 m 

23. Un objeto de 5 kg que se mueve con una 
velocidad de 1,2 m/s choca directamente con un 
objeto de 20 kg que esta en reposo. Se observa que el 
objeto menor rebota con una velocidad de 0,6 m/s 

a) ^Cual es la perdida de energia cinetica por el 
impacto? 

b) ^Cual es el coeficiente de restitucion? 

Respuesta: a) A K = - 0,675 J, b) s- 0,875 


1,0 m- 


BC 


7777777777777777777777777777777777777 


ic 


24. Una bola choca contra un piano liso formando un 
angulo (f)\ con la normal del mismo y rebota con un 

angulo (j) 2 . Encontrar La expresion correspondiente 
al coeficiente de restitucion 


Respuesta. a) 2,16 m/s b) El bloque se detiene a 
0,33 m de B. 


20. La figura muestra dos masas sobre una 
superficie con rozamiento despreciable. El coeficiente 
de restitucion entre Las dos masas es 0,73; determinar: 

a) Sus velocidades despues del choque. 

b) La perdida de energia durante el choque. 


6 m/s 


4 m/s 


5 kg 


3 kg 


nninnnnummiunnnnn 


A 


B 


Respuesta: a) V A =- 0,563 i m/s, V B = 6,94 i 
m/s 

b) A£ = 41 J 


21. Se deja caer una pelota al suelo desde una altura 
y. Si el coeficiente de restitucion es s, escribir 
expresiones para el tiempo total que tardara la pelota 
en dejar de dar bote y la distancia total que recorrera 
en este tiempo. 


[2y (l + s) 

Respuesta. t = - 7 -r 

V s (1-*) 



22. Una bola cae desde una altura h = 0,900 m sobre 
una superficie lisa. Si la altura del primer rebote es hi 
= 0,800 m y la distancia d\ - 0,400 m, calcular: 

a) El coeficiente de restitucion. 

b) La altura y longitud del segundo rebote. 



tan^ 

Respuesta. G — - 

tan (/> 2 


25. Ira particula de masa m\ tiene un choque frontal 
perfectamente elastico con una particula de masa m 2 
inicialmente en reposo. ^Cual es la perdida relativa de 
energia cinetica correspondiente a la particula . mi 


AK , 

Respuesta. -= 4 - 

K 


m , 


nin 


l + Hh 


m 


2 


26. Una masa m\ se mueve a lo largo del eje v con 
una velocidad V 0 a lo largo de una mesa sin friccion. 

Choca con otra nasa, la cual esta inicialmente en 
reposo. La masa m 2 sale a lo largo del eje y. Si se 
pierde la mitad de la energia cinetica original en el 
choque. 

I Cual es el modulo de la velocidad y con que angulo 
sale despues de la colision? 
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\m 2 +m l m 1 


y 


( \ 
m i v o 


2 {m l + m 2 ) 

= COS 



3 m 2 


27. Se deja en libertad el bloque A cuando 0 A = 90 y 
desliza sin rozamiento, hasta chocar con la bola B. Si 
el coeficiente de restitucion es 0,90, calcular 

a) La velocidad de B inmediatamente despues del 
choque. 

b) La maxima traccion que soporta el hilo que 
sostiene a B 

c) La altura maxima a la que se eleva B. 


= 0,9 


Va =0,9^^—^ 
v A 3,43 

v' B -v' A = 0,9(3,43) =3,09 (2) 

Sumando (1) y (2): 

v' b +16v' b = 3,09 + 3,43 

La velocidad de B inmediatamente despues del 
choque es 
V B - 2,51 m/s 

b) El diagrama del cuerpo libre de B, inmediatamente 
despues del choque 

T 




a) Por conservacion de energia encontraremos V A . 
m A 



v t =fegr=^9. 8X0,6) 

= 3,43 m/s 

Por conservacion de la cantidad de movimiento 


encontraremos V 




>V A r\ V 2= o 


I 


,"'vi 

n-^cV 

77777777 . 

despues 


V7y//7//, 

antes 

V A = 3,43 m/s V B = 0 


m A v A +™ B v B = m A v A +m B v B 
(1,25X3,43) = 1,25v' a +2v b => 

v 'a + 1,6v' b = 3,43 (1) 

El coeficiente de restitucion es 0,90 


€ = - 


{v' 2 -v\)_v' B -v' A 


(v 2 -Vi) 


= 0,9 


Y,F r = m B a c ^>T -m B g =m E 


0,9 


T = m 


r v'i 


\ 


= 2 


v 09 + L 
^2,51 2 




+ 9,8 
v 0 ^ y 


= 33,6 N 


c) Por conservacion de energia encontramos la altura 
maxima a la que se eleva B. 



1 .2 

-m B v B = m B gh => 

, v'l 2,51 2 

h = — = , = 0,321 m 

2g 2(9,8) 

28. Un bloque de masa M esta en reposo sobre una 
masa sin friccion. Lo podemos golpear con un bloque 
que se quede adherido o con un bloque muy duro con 
el que se producira un choque perfectamente elastico. 
Ambos bloques tienen masa m y pueden ser lanzados 
can velocidad Vo / En cual de los casos el bloque M se 
movera mas rapidamente? (considerar el movimiento 
en una sola dimension). 

, m T7 

Respuesta. a) v 2 —-V 0 , 


m + M 


b) V* = 


2m 


-v n 


m + M 

En el segundo caso es el doble que en el primero. 
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29. Un cilindro A cae sobre otro B apoyado sobre un 
resorte de constante k = 3000 N/m desde una altura de 
2m. Si el choque es perfectamente plastico, calcular: 

a) El desplazamiento maximo de B. 

b) La perdida de energia en el choque. 



A 

flfc=0,5kg 




2 m 

/ / / J f 


B 

ffl s =2,5 kg 


77777777777777777771 , 


Respuesta. a) 3,47 cm , b) 8,18 J 

30. Los parachoques se disenan de tal manera que un 
automovil de 1600 g que golpea una pared rigida a la 
velocidad de 12 km/h no sufra dano. Suponiendo que 
ese choque es perfectamente plastico. Calcular: 

a) La energia absorbida por el parachoques durante el 
impacto. 

b) La velocidad a la que el automovil puede golpear a 
otro de iguales caracteristicas, que esta en reposo sin 
danarse. 

Respuesta. a) 8890 J b) 24 km/h 

31. Se dispara una bala de 25g en direccion 
horizontal. La bala atraviesa el bloque A y queda 
alojada dentro de bloque B. Por dicha causa los 
bloques A y B comienzan a moverse con velocidades 
iniciales de 2,4 y 1.8 m/s. respectivamente. 

Hallar: 

a) La velocidad inicial V 0 de la bala. 

b) La velocidad de la bala en el trayecto entre el 
bloque A y el B. 


//////////////////////////// 


B 


^A= 1,5 kg tt%-4,5kg 

Respuesta. a) 470/ m /s b) 3261 m/s 


32. Una explosion rompe un objeto en dos piezas una 
de las cuales tiene 1,5 veces la masa de la otra. Si se 
liberan 4500 J en la explosion. ^Cuanta energia 
cinetica adquiere cada pedazo? 

Respuesta. 1800 J, 2700 J 

33. Cuando se rompe la cuerda que une las particulas 
A y B, el resorte comprimido las obliga a separarse 
(el resorte no esta unido a las particulas). La energia 


potencial del resorte comprimido es de 60 J y el 

conjunto posee la velocidad inicial V 0 Si se rompe la 

cuerda cuando 0 = 30° , hallar la velocidad 
resultante de cada particula 



Respuesta. v A = 91 + 5,2y m/s y 
= 4?-3,5j m/s 

34. Un deposito suelta arena a una banda 
transportadora razon de 75 kg/s. Si la banda se mueve 
con una rapidez constate v = 2,2 m/s. iQu6 fuerza se 
necesita para mantenerla en movimiento? No tomar 
en cuenta la friccion 



35. Un trineo lleno de arena se desliza sin friccion 
por una pendiente de 30°. La arena se escapa por un 
agujero en el trineo a un ritmo de 2 kg/s. Si el trineo 
parte del reposo con una masa inicial de 40 kg. 
^Cuanto tardo en recorrer 120m a lo largo de la 
pendiente? 

Respuesta. 7 segundos 


36. Un cohete que consume combustible a un ritmo 
constante k se encuentra sometido a la accion de una 
fuerza externa constante de valor F ademas de la 
fuerza de reaccion de los gases. La masa inicial del 

cohete mas combustible es m 0 . La configuracion de 

la tobera de escape es de tal manera que la velocidad 
relativa de los gases es igual al negativo de la 
velocidad V del cohete. 
a) Escribir la ecuacion del movimiento. 


b) Obtener . 

Respuesta. a) F = (m 0 — ~ ^ * 
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b > v w = 


Ft_ 

m 0 


37. Un cohete experimental se proyecta de forma que 
pueda mantenerse inmovil sobre el suelo. El cuerpo 
del cohete tiene una masa de 1200 kg y la carga de 
combustible inicial es de 3600 kg,, el combustible se 
quema y se expulsa con una velocidad de 2500 m/s. 
Hallar la velocidad de consumo de combustible 
necesario. 

a) en el momento de encender el cohete. 

b) cuando se consume la ultima particula de 
combustible. 


r = 0 


E3 

//i\\ 


u = 2500 m/s 

I 


77777777777777777777777. 


Respuesta. a) 18,84 kg/s . b) 4.71 kg/s 


38. Una bala de masa m se dispara con una velocidad 

V B = —v B i , si para x = x 0 , y = a (permanece 

constante) ^Cual es su cantidad de movimiento 
angular con respecto al origen en funcion de xl 

Respuesta. L = mv 0 ak 


b) Las velocidades de A y B cuando la varilla ha 
girado 90°. 

c) Las velocidades de A y B cuando la varilla ha 
girado 180°. 

3„A 


L 



A 


Respuesta: a) p = mv 0 i , L = — m£v 0 k 

- 1 * 3 - 1*1- 

b > v a =-v 0 i +-v 0 7 ? =-v 0 i --v 0 j 

^ 1 * ~> 1 * 
c ) V A =--V 0 I , =-V 0 l 

41. Se tiene una varilla rigida de masa despreciable 
sujeta a un eje sin rozamiento de tal manera que la 
varilla pueda rotar libremente. Al otro extremo de la 
varilla hay un bloque de masa M. Si se dispara una 

bala de masa m con una velocidad v 0 tal como se 

muestra en la figura. i Si la bala se incrusta en el 
bloque, cual sera la velocidad angular del bloque 
alrededor del eje7 


39. Un obus de masa m se dispara de un canon en el 
origen, El obus se mueve en el piano y con una 

velocidad inicial de magnitud V 0 y un angulo 6 con 
el eje x. 

a) ^Cual es el torque sobre el obus, con respecto al 
origen en funcion del tiempo? 

b) ^Cual es la cantidad de movimiento angular del, 
obus con respecto al origen en funcion del tiempo? 

-► dL 

c) Comprobar que T — - 

dt 


Respuesta. a) T = —v 0 mgt cos 0 i 

1 2 A. 

b) L = v 0 mgt cos 6 i 


40. Dos esferas pequenas A y B estan unidas por una 
varilla rigida de longitud l y masa despreciable. Las 
dos masas reposan sobre una superficie lisa 
horizontal cuando se comunica repentinamente a A la 

—^ a 

velocidad V 0 =V Q i . Hallar: a) La cantidad de 

movimiento lineal y la cantidad de movimiento 
angular del sistema respecto al centro de masa. 



Respuesta. CO — 


mv n 


(m + M)a 



Bala 


X 


42. Una barra de longitud b esta pivotada en su 
centro de tal manera que puede rotar en el piano 
horizontal. Dos ninos estan sobre la barra en las 
posiciones mostradas en la figura 7.59. a cual esta 
rotando con una velocidad angular en el sentido 
antihorario visto desde arriba. Si el nino de masa mi 
empieza a moverse hacia el centro tal que su distancia 

a el es bj4 — at 2 , ^Cual debe ser el movimiento del 
nino de masa m 2 para que la velocidad angular de la 
barra permanezca constante? (La masa de la barra es 
despreciable), 
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h— h/ 4—* 

Q 

•— h/4 —H 

Q 

A 

r 


777777777777777777777^777^777777777777777777777 


Respuesta. Debe cambiar su distancia al centro de 


acuerdo a la ecuacion 


/ b 2 m, 

— + — L at‘ 

16 m~ 


(b 2 

- at 

u 


43. Un taco golpea a una bola de billar ejerciendo 
una fuerza promedio de 50 N durante un tiempo de 
0,01 s, si la bola tiene una masa de 0,2 kg, ^que 
velocidad adquirio la bola luego del impacto?. 

Respuesta. v f = 2,5 m/s 


44. Una fuerza actua sobre un objeto de 10 kg 
aumentando uniformemente desde 0 hasta 50 N en 4 
s. /,Cual es la velocidad final del objeto si partio del 
reposo ?. 

Respuesta. v f = 10 m/s 

45. Se rocia una pared con agua empleando una 
manguera, la velocidad del chorro de agua es de 5 
m/s, su caudal es de 300 cm 3 /s, si la densidad del 
agua es de 1 g/cm 3 y se supone que el agua no rebota 
hacia atras, ^cual es la fuerza promedio que el chorro 
de agua ejerce sobre la pared?. 

Respuesta. F = 1,5N 

46. Se dispara horizontalmente una bala de 0,0045 
kg de masa sobre un bloque de 1,8 kg de masa que 
esta en reposo sobre una superficie horizontal, luego 
del impacto el bloque se desplaza 1,8 m y la bala se 
detiene en el. Si el coeficiente de rozamiento cinetico 
entre el bloque y la superficie es de 0,2, /,cual era la 
velocidad inicial de la bala?. 

Respuesta. v n = 1073 m/s 


49. Un cuerpo de masa m x = 2 kg se desliza sobre 
una mesa horizontal sin friccion con una velocidad 
inicial Vn = 10 m/s, frente a el moviendose en la 
misma direccion y sentido se encuentre el cuerpo de 
masa m 2 = 5 kg cuya velocidad inicial es v 2 i = 3 m/s, 
este tiene adosado un resorte en su parte posterior, 
cuya constante elastica es k = 1120 N/m, ^cual sera la 
maxima compresion del resorte cuando los cuerpos 
choquen?. 

Respuesta. Ax = 0,28 m 

50. Un bloque de 3,0 kilogramos, moviendose sobre 
una superficie sin friccion con una velocidad de 1,2 
m/s, tiene una colision perfectamente elastica con un 
bloque de la masa M en el reposo. Despues de la 
colision el bloque de 3,0 kilogramos retrocede con 
una velocidad de 0,4 m/s. 


1,2 m/s Cl ? 4 m/s V 



Antes despues 


a) La masa M es: 

b) La velocidad del bloque de masa M despues de la 
colision es: 

c) Los bloques estan en el contacto para 0,20 s. La 
fuerza media en el bloque de 3,0 kilogramos, 
mientras los dos bloques estan en contacto, es: 
Respuesta. a) 6,0 kg, b) 0,8 m/ s, c) 24 N 

51. El bloque de 8 kilogramos tiene una velocidad v y 
es detras del bloque de 12 kilogramos que tiene una 
velocidad de 0,5 m/s. la superficie es de friccion 
despreciable. Los bloques chocan y se juntan. 
Despues de la colision, los bloques tienen una 
velocidad comun de 0,9 m/s. 


V 0,5 m/s 0,9 m/s 


— 1 ► 




|12 kg| 

18 kg |l2 kg) 


Antes despues 


a) La perdida de energia cinetica de los bloques 
debido a la colision esta la mas cercana a: 


47. Se dispara una bala de 0,01 kg de masa contra un 
pendulo balistico de 2 kg de masa, la bala se incrusta 
en el pendulo y este se eleva 0,12 m medidos 
verticalmente, i cual era la velocidad inicial de la 
bala?. 

Respuesta. v Xi = 309,8 m/s 

48. Una particula A de masa m A se encuentra sujeta 
por medio de un resorte comprimido a la particula B 
de masa 2m A , si la energia almacenada en el resorte 
es de 60 J ^que energia cinetica adquirira cada 
particula luego de liberarlas?. 

Respuesta. E cBf = 20 J 


b) El impulso sobre el bloque del2 kg debido a la 
colision es 

Respuesta. a) 2,4 J, b) 4,8 N s 

52. Una bola de acero de 72 g se lanza desde el 
reposo y cae verticalmente sobre una placa de acero. 
La bola golpes la placa y esta en contacto con ella por 
0,5 ms, la bola elasticamente, y vuelve a su altura 
original. El intervalo de tiempo para el viaje es 0,30 
s. 

a) La fuerza promedio ejercida sobre la bola durante 
el contacto es 

b) Asumiendo que la placa no se deforma durante el 
contacto. La energia elastica maxima almacenada por 
la bola es: 

Respuesta. a) 420 N, b) 0,08 J 
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53. Una bala de la masa 0,01 kilogramos que se 
mueve horizontalmente golpea un bloque de madera 
de masa 1,5 kilogramos suspendida como pendulo. 

I La bala se aloja en la madera, y juntos giran hacia 
arriba una distancia de 0,40 m. cual era la velocidad 
de la bala momentos antes del impacto con el bloque 
de madera? La longitud de la cuerda es 2 metros. 



Respuesta. 66,7m/s 

54. Una bala de 10 g se dispara verticalmente en un 
bloque de 8 kilogramos. El bloque se levanta 3 mm. 
La bala penetra en el bloque en un intervalo de 
tiempo de 0,001 s. asume que la fuerza en la bala es 
constante durante la penetracion. 



a) La energia cinetica inicial de la bala es: 

b) El impulse en el bloque debido a la captura de la 
bala es: 

c) La penetracion de la bala en el bloque, es: 
Respuesta. a) 190 J, b) 2,0 Ns, c)) 10 cm. 


56. En una demostracion una bola de acero pequena 
de la masa m se sostiene sobre una superbola de masa 
M (superbola es una bola de goma del coeficiente de 
restitucion muy alto). La combinacion junta se suelta 
del reposo. Cuando el superbola golpea el piso rebota 
casi elasticamente, golpeando a bola de acero que 
todavia esta moviendose hacia abajo. Esta colision es 
tambien bastante elastica, y consecuentemente bola 
de acero se golpea y es lanzada derecho hasta una 
altura H. Si h es la altura de la cual los objetos fueron 
soltados, y M >>m, entonces bola de acero pequena 
se levantara a una altura: 

Respuesta. 9 h 

57. Una muchacha de masa 50 kilogramos lanza una 
bola de la masa 0,1 kilogramos contra una pared. La 
bola golpea la pared horizontalmente con una 
velocidad de 20 m/s, y rebota con esta misma 
velocidad. ^La bola esta en contacto con la pared 
0,05 s, cual es la fuerza media ejercida sobre la bola 
por la pared? 

Respuesta. 80N 

58. La bola A, de la masa 3,0 kilogramos, se une a 
una barra ligera de 0,4 m, que gira libremente en P. 

La bola B esta suspendida de Q por una cuerda de 0,6 
m y esta en reposo. La bola A se levanta a cierto 
nivel y se suelta. La bola A desciende, y tiene una 

velocidad V x =3,6 m/s en el fondo, antes de chocar a 
la bola B. Las velocidades de las bolas A y B despues 
del choque son: v 2 = - l,2m/s y V 3 =2,2 m/s... 


Q 



55. Una bala de 8 g se tira en un bloque de 4,0 
kilogramos, en reposo sobre una superficie horizontal 
sin friccion. La bala se aloja en el bloque. El bloque 
se mueve hacia el resorte y lo comprime 3,0 
centimetros. La constante de la fuerza del resorte es 
1500 N/m. 


V 



k = 1500 N/m 


AMiLP\ 


a) La velocidad de la bala es: 

b) ) El impulso del bloque (con la bala), debido al 
resorte, durante el tiempo en el cual el bloque y el 
resorte estan en contacto esta es: 

Respuesta. a) 290 m/s, b) 4,7 N.s 


a) La masa de la bola B es: 

b) La magnitud del impulso sobre la bola A es: 

c) La bola A rebota y gira un angulo 6\ donde la 
velocidad v 4 es cero. El valor de #es: 

d) La bola B se eleva hasta la altura h, donde la 
velocidad v 5 es cero. El valor de h es: 

Respuesta. a) 6,6 kg, b) 14.4 N. s, c) 35° d) 0,25 m 

59. Una pieza en forma de L se corta de una hoja 
uniforme de metal. ^Cual de los puntos indicados es 
el mas cercano al centro de la masa del objeto? 
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Respuesta. C 

60. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

1,6 m/s 0,7 m/s 1,0 nL '- ; 1,7 m/s 



u 


L J 


U 



Antes despues 

Respuesta. Parcialmente inelastico. 


61. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

1,3 m/s 0,2 m/s 0,6 m/s 1,4 m/s 


bi| 

HI 

u 

I 6 kg 1 

L J 

14 kg 1 

u 



Antes 


Respuesta. Perfectamente elastico. 

2,1 m/s 0,3 m/s 1,5 m/s 


de spues 

1,5 m/s 


bill 

U 


L J 

E3 

U 



Antes 


despues 


62. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

Respuesta. no posible porque la cantidad de 
movimiento no se conserva. 

63. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

1,2 m/s 0,9 m/s 0,3 m/s 2,1 m/s 


bi' | 

u 

14 kg I 

L J 

[sli] 

U 

14 kg | 


Antes 


de spues 

Respuesta. Caracterizado por un incremento en 
energia cinetica. 

64. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

3,0 m/s 1,5 m/s 1,3 m/s 1,3 m/s 



u 

[siS 

L J 

Ha 

U 

bii| 

1 


Hugo Medina Guzman 

Respuesta. Completamente inelastico 

65. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 

0, 3 m/ s 2 ,0 m /s 1 ,2 m /s 1 ,5 m /s 

1 2kg I 1 3 kg l 

Antes despues 

Respuesta. Parcialmente inelastico 

66. Las masas de los bloques, y las velocidades antes 
y despues del choque estan dadas. ^Que clase de 
choque es? 


0,1 m/s 0,9 m/s 


1,3 m/s 0,3 m/s 



U 

ES 

L J 


U 

Ea 


Antes despues 

Respuesta. Parcialmente inelastico 

67. Un resorte activa una bomba de juguete de 1,2 kg 
sobre una superficie lisa a lo largo del eje v con una 
velocidad de 0,50 m/s. en el origen O, la bomba 
estalla en dos fragmentos. El fragmento 1 tiene una 
masa de 0,4 kilogramos y una velocidad de 0,9 m/s a 
lo largo del eje y negativo. 


y J 

0,5 m/s 

m, , 

1 y ' 

“ 0,Ekg 

' 0 

0 

X 0 

X 

L2kg 




1 * 

► 0,4 kg 

Antes Despues \ 

[ 0,9 m/s 


a) La componente en v de la cantidad de movimiento 
del fragmento 2 debido a la explosion es: 

b) El angulo 0\ formado por el vector velocidad del 
fragmento 2 y el eje v es: 

c) La energia liberada por la explosion es: 

Respuesta. a) 0., N. s, b) 31°, c) 0,32 J 

68 . Un cono trunco homogeneo de metal tiene una 
base circular mayor de radio 4 cm y la menor de radio 
2 cm. Su altura es 6 cm. /A que distancia de su 
diametro mayor esta situado el centro de masa? 


cm 



Antes 


de spues 


Respuesta. 2,36 cm 

69. Cuatro masas puntuales se colocan como se 
muestra en la figura: ^Cuales son las coordenadas del 
centro de masa? 
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Respuesta. (23, 2,8) 


70. Un alambre uniforme de longitud 60 cm y masa 
60 g , esta doblado en un triangulo rectangulo. 
^Cuales son las coordenadas del centro de masa? 



Respuesta. (10, 3) 

71. Una particula de la masa 5,01 x 10‘ 27 kilogramos, 
moviendose a 1,88 x 10 5 m/s, choca con una 
particula identica que inicialmente esta en el reposo. 
Despues de la interaccion, las particulas (que no 
pueden ser distinguidas) se mueven con los angulos 
55,4° y 34,6°, ambos son medidos con respecto a la 
direccion original del movimiento. ^Que velocidades 
finales tienen las particulas? 

Respuesta. 1,55 x 10 5 m/s a 346°, 

1,07 x 10 5 m/s a 55,4° 


72. Un carro de 19 kg esta conectado por medio de un 
resorte comprimido con un carro 38 kg. Los dos 
carros se estan moviendo a la derecha a una velocidad 
de 25 m/s cuando el resorte se desenrolla y propulsa 
repentinamente el carro de 19 kg hacia adelante con 
una velocidad de 27 m/s. encontrar la velocidad del 
segundo carro con respecto al centro de la masa del 
sistema. 


33 kg P7X7T1 15 kg 


77777777777777777777^77777 


Respuesta. 1 m/s 
7 

3. Una fuerza de 5,3 N es necesaria para sujetar a un 
paraguas en un viento fuerte. Si las moleculas del 
aire tienen una masa de 4,7 x 10' 26 kilogramos, y cada 
una golpea al paraguas (sin rebotar) con una 
velocidad de 2,0 m/s en la misma direccion, ^cuantos 
atomos golpean al paraguas cada segundo? Asuma 
que el viento sopla horizontalmente para no tomar en 
cuenta la gravedad. 

Respuesta. 5,6 x 10 25 por Segundo 


74. Un cohete debe ser lanzado al espacio donde no 
hay campo gravitacional. el 81% de la masa inicial 
del cohete es combustible y este combustible se 
expulsa con una velocidad relativa de 2300 m/s. si se 
asume que todo el combustible sera utilizado, 
encuentra la velocidad final de la ultima porcion de 
combustible expulsado relativo a un observador 
estacionario. 

Respuesta. 1500 m/ s 
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Capitulo 7. Cuerpo rigido 


INTRODUCCION 

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de 
un sistema de particulas. Un caso especial 
importante de estos sistemas es aquel en que la 
distancia entre dos particulas cualesquiera 
permanece constante en el tiempo, esto es un 
CUERPO RIGIDO. 

A pesar que no existen cuerpos que sean 
estrictamente rigidos, todos los cuerpos pueden ser 
deformados, sin embargo el modelo del cuerpo 
rigido es util en muchos casos en que la 
deformacion es despreciable. 

La descripcion cinematica y dinamica de un cuerpo 
extenso aunque este sea rigido en un movimiento en 
tres dimensiones matematicamente es muy 
complejo y es tratado en libros avanzados de 
dinamica. Es complejo porque un cuerpo tiene seis 
grados de libertad; su movimiento involucra 
traslacion a lo largo de tres ejes perpendiculares y 
rotacion alrededor de cada uno de estos ejes. No 
llegaremos a hacer un tratamiento general directo, 
pero si desarrollaremos el movimiento del cuerpo 
rigido en dos dimensiones. 

MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO 

En esta parte expondremos algunos tipos de 
movimiento de los cuerpos rigidos. 

TRASLACION. 

Por traslacion entendemos al movimiento en el que 
lodos los puntos del cuerpo se mueven en la misma 
direccion, con la misma velocidad y la misma 
aceleracion en cada instante. 



Por la definicion de centro de masa, tenemos: 

-» _ —» 

- Yj m i r i H m i r i 

r cu = -= — ^r~ 

2 j m i M 

Donde M es la masa total del cuerpo rigido y 

—> _ —> 

M r CM = Ya m i r i 

Diferenciando dos veces 

d 2 

M — r, 


dt 


2 CM 


^ d 2 
= L m i— r ; 


dt 


2 ' 


M a CM = a i = 


La suma de las fuerzas que actuan sobre las n 
particulas determinan la aceleracion del centro de 
masa. 



IA 

M 


Tal como se mostro para un sistema de particulas, 
las fuerzas internas se anulan de pares, de forma 
que solamente importaran las fuerzas externas tal 
que 


M a CM ~ ^ext 


“El movimiento de traslacion del cuerpo rigido es 
como si toda su masa estuviera concentrada en el 
centro de masa y las fuerzas externas actuaran sobre 
el”. 

Todo el estudio que hemos lecho anteriormente para 
la particula corresponde a la traslacion de un cuerpo 
rigido. No importa ni la forma, ni el tamano. 

ROTACION. 

Es el movimiento en que uno de los puntos se 
considera fijo. 

Si se considera fijo un punto, el unico movimiento 
posible es aquel en el que cada uno de los otros 
puntos se mueve en la superficie de una esfera cuyo 
radio es la distancia del punto movil al punto fijo. 

Si se consideran dos puntos fijos, el unico 
movimiento posible es aquel en que todos los 
puntos con excepcion de aquellos que se encuentran 
sobre la linea que une los dos puntos fijos, conocida 
como EJE, se mueven en circunferencias alrededor 
de este. 



Cualquier desplazamiento de un cuerpo rigido 
puede ser considerado como una combinacion de 
traslacion y rotacion. 




En los capitulos anteriores ya hemos profundizado 
bastante sobre movimiento de traslacion 
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estudiaremos aqui el movimiento de rotacion 
alrededor de un eje y el movimiento de rotacion 
traslacion. 


CANT1DAD DE MOVIMIENTO ANGULAR 
DE UN CUERPO RIGIDO 

La cantidad de movimiento angular de una particula 
respecto a un punto es 
-> -> -> -> -» 

L = rx p = rxmv 

En coordenadas polares: 

clr 

r = rf , v = — f + roof 
dt 


f 

L = rfxm 

V 


dr 

dt 


\ 

P + rcot 


L = mr 2 fcoxt 


fxt tiene la direccion y sentido de CO 
-> -> 

L = mr 1 co 

Si consideramos al cuerpo rigido como n particulas 
que giran alrededor de un eje, la cantidad de 
movimiento angular de este sera la suma de la 
cantidad de movimiento angular de cada una de las 
particulas. 

—^ — y — y —^ 

Ltotal = m x r 2 co+ m 2 r 2 co+ .+ m n r w 2 co 


-<■ 


m x r 2 + m 2 r 2 +. 


. + m 


r 2 \ 

n n ) 


-> 

CO 


m.r. 


co 


V i =1 J 

La cantidad entre parentesis es el MOMENTO DE 
INERCIA DEL CUERPO RIGIDO alrededor de un 


eje. 
i = 


Es importante darse cuenta que el momento de 
inercia depende de la distribucion de la masa del 
cuerpo. 

En el caso de un cuerpo rigido continuo, 
los m i tienden a dm y 


z 


se transforma en 


JM 


1 = 



, de aqui: 


Como m = pV , donde p es la densidad y Eel 
volumen del cuerpo: 
dm — pdV 

Tenemos: / = ^ pr 2 dV 

Para muchos cuerpos de forma geometrica simple 
esta integral puede evaluarse facilmente. 


Dos teoremas que simplifican los calculos del 
momento de inercia son: 


I) El teorema de Steiner o de los ejes paralelos. 

“El momento de inercia del cuerpo respecto a un eje 
es igual al momento de inercia del cuerpo respecto a 
un eje paralelo al anterior y que pasa por el centro 
de masa es el producto de la masa del cuerpo por el 
cuadrado de la distancia entre los ejes”. 

h ~ 1 cm Md 

Demostracion. La figura siguiente representa la 
seccion de un cuerpo en el piano del papel, CM es 
el eje normal al piano del papel a traves del centro 
de masa y O es un eje paralelo. Escogiendo un 
elemento diferencial de masa dm , escribamos la 
expresion para los momentos de inercia con 
respecto a los dos ejes. 



I CM \ M r CM^ m h fc d m 

usando la ley de los cosenos, obtenemos: 
r 2 = r^ M +d 2 - 2r CM d cos0 
reemplazando 

h = \ M ( V CM + d 2 ~ lr CM d COS 6 \ tm 

L = Vr M dm + d 2 \dm-2d\ r CM cos Odm 

JM JM JM 

El primer termino 



El segundo termino 
d 2 [dm = Md 2 

JM 


El tercer termino es cero porque es la suma en todo 
el cuerpo d los productos del elemento de masa y 
sus distancias al eje a traves del centro de masa, de 
aqui: 

/ 0 = I CM + Md 

II. El teorema de la figura plana. 

El momento de inercia de una figura plana con 
respecto a un eje perpendicular a la misma es igual 
a la suma de los momentos de inercia de la figura 
plana con respecto a dos ejes rectangulares en el 
piano de la figura los cuales se intersecan con el eje 
dado 

Demostracion: 

En la figura siguiente el eje z pasa por O 
perpendicular al piano y. Elegimos un elemento 
diferencial de masa dm y escribimos los momentos 
de inercia de la figura para cada uno de los tres ejes. 
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/ = y 2 dm , I = x 1 dm , / = r 2 <im 

x JM J y JM z JM 

2 2 2 

con r = x + y 

^r 2 dm = j^(x 2 + y 2 )dm 

= [ x 2 dm + f vVm 

Jm jm 

I Z =I X +Iy 


Ejemplo 1 . A continuacion evaluaremos los 
momentos de inercia algunos cuerpos simples, 

a) Hallar el momento de inercia del sistema 
mostrado en la figura, las masas son puntuales 
unidas por varillas rfgidas de masa despreciable. 



Solucion. 

Momento de inercia respecto al eje x. 

A = 


= m( 0) 2 + 2m(o) 2 + 3 m(b) 2 + 4 m(b) 2 
= Imb 2 

Momento de inercia respecto al ejey. 

A =Tj x i m i 


= m( 0) 2 + 2 m{af + 3 m{af + 4 m ( o ) 2 
= 5 ma 2 

Momento de inercia respecto al eje z. 

A = Y/i m i 

= m( 0) 2 +2 m(a) 2 +3 m(a 2 + b 2 )+ 4m(b) 2 


= Imb 2 +5 ma 2 


Aqui comprobamos 


b) Momento de inercia de una varilla delgada rigida 
de longitud i y masa m , con respecto a un extremo 
y con respecto al centro de masa. 

Solucion. 



Tomemos un elemento diferencial dx , cuya masa es: 

dm = —dx 

i 

El momento de Inercia de la varilla es: 



1 3 

= -Ml 3 
3 

El momento de inercia de la varilla con respecto al 
centro de masa 

y ' 1 


1- 


1-1 

CM 

+-X-+ 

^-dx 

x' 



1 3 

= — Ml 3 

12 


Aqui comprobamos: 

uy 2 


Io — I CM + M 




c) Momento de inercia un anillo de masa M y radio 
R , en el piano xy, Con respecto a los ejes x, y, z. 

Solucion. 



La masa del elemento diferencial ds = RdO es: 
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dm = -^—ds = — d# 

2;tf? 2;r 

El momento de inercia del anillo con respecto al eje 
z es: 

pin 


/ =[i? 2 t/m=f i ? 2 —dd 

Jm Jo 2 n 

MR 2 


2;r 


-[ 4f =^ 2 


Por el teorema de la figura plana 
Por simetria 

W, 

Luego 

I x =1 =^ = -MR 2 
x y 2 2 

d) El momento de inercia de un disco de radio 7? y 
masa M con respecto al eje perpendicular que pasa 
por su centro. 

Solucion. 



Consideremos como elemento diferencial al anillo 
de radio r y ancho dr , su masa es: 

dm = -^rlTirdr = ^^-rdr 
ttR 2 R 2 

El momento de inercia de este anillo con respecto al 
eje perpendicular que pasa por O es 

, , 2 M 

dl n = r 2 dm = r 2 — i-rdr 


R l 


2 M 3 


R 2 


r dr 


El momento de inercia del disco es: 


r Jr r R 2 M 3 T 

2M 

r 4 

\ di ° R i r dr = 

R 2 

_ 4 _ 


-—MR 2 

2 

e) El momento de inercia de una esfera con respecto 
a un eje que pasa por su centro. 

Solucion. 



Consideremos la esfera como una serie de discos. 
Tomemos un disco diferencial como se muestra en 

2 


su espesor 


la figura, su radio es r = V^ 2 - 
dz. 

La masa del disco es: 

t M 2 7 M ( 2 2V7 

dm = — tit dz = —/ha -z Jaz 

F V X r 

4 3 

M es la masa de la esfera y V = — vz/? el 

3 

volumen de la esfera. 

El momento de inercia del disco con respecto al eje 
z es: 

dl = —dmr 2 = — — 7 t(r 2 - z 2 ) 2 dz 
2 2 V y 7 

El momento de inercia de la esfera lo encontramos 
integrando esta expresion desde z--R a z = R. 


V 


-K 


~ R 2 F 

[ V - z ’- F : 


8 

15 F 


2 2 
= —MR 2 
5 


Para encontrar el momento de inercia con respecto a 
un eje arbitrario como se muestra en la figura 
siguiente aplicamos el teorema de Steiner. 

\° 



D ,\ 


I P =I Q +Md = -MR 2 +Md z 


I P =Md‘ 


l + 2 - 

5 




\a j 


En el caso en que R«d podemos considera como 


4 

www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 

























www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Cuerpo rigido 


Hugo Medina Guzman 


si fuera una masa puntual y el momento de inercia 
se reduce a: 

I Q =Md 2 

Ejemplo 2. Hallar el momento de inercia de un 
disco de masa M y radio R que gira alrededor de un 
eje paralelo a un diametro y que pasa por el borde 
del disco. 

Solucion. 



Por el teorema de las figuras planas 

I z = 4 + ly ? 

Ademas por simetria 

4 = 4 


los torques producidos por las fuerzas extemas que 
actuan sobre el sistema es igual al cambio de la 
cantidad de movimiento angular. 


-► dL 

T =- 

dt 

Esto es valido tambien para el cuerpo rigido, donde 
L es la cantidad de movimiento angular can 
respecto al eje x de la figura anterior. 


Como L = I CO 


d( T 

I CO 


dL 

dt dt 

Siendo / el momento de inercia del cuerpo en tomo 
al eje dado, es constante en el tiempo y 


J 


T dco 

T = I - 

dt 


d co -* 

Como-= a , aceleracion angular del cuerpo 

dt 


t = I a 

Esta expresion tiene similitud a la ley de Newton 
-> -> 

F = ma 


Por tanto 

I x = / z /2 = V4 MR 2 

Aplicando el teorema de Steiner 

/ = 14 MR 2 + MR 2 
- 5/4 MR 2 

SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA 
ROTACION 

En esta seccion vamos a analizar el movimiento de 
un cuerpo rigido que gira en tomo a un eje fijo en el 
espacio. 



El cuerpo gira en torno al eje x. Si 6 — d{t ) es el 
desplazamiento angular del punto del cuerpo desde 
la linea referencial, la velocidad angular del cuerpo 
es: 


de 



Como cada punto del cuerpo gira a la misma 
velocidad angular CO , el desplazamiento d{t) de 
cualquier punto describe el desplazamiento del 
cuerpo como un todo. 

Para el sistema de particulas vimos que la suma de 


Ejemplo 3. Una barra uniforme de longitud L y 
masa M, que gira libremente alrededor de una 
bisagra sin friccion, se suelta desde el reposo en su 
posicion horizontal, como se muestra en la figura. 
Calcular la aceleracion angular de la barra y su 
aceleracion lineal inicial de su extremo. 



Solucion. 

Como el torque de la fuerza en la bisagra es cero, 
se puede calcular el torque en torno a la bisagra 
producido por la otra fuerza externa que actua sobre 
la barra, que es su peso, suponiendo que la barra es 
homogenea y que el peso actua en su centro 
geometrico. Entonces: 


t = rMg = 



Como T = la , y el momento de inercia de la barra 

es I = -ML 2 . 

3 

Se tiene: la = —LMg 
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=^> a - 


\lm§ 

-ML 1 
3 


3 g 
2 L 


Para calcular la aceleracion lineal del extremo de la 


barra, usamos la ecuacion a t = aL . 
Reemplazando a : 

, 3 

a, = La = —g 

' 2 


Ejemplo 4. Una esfera rueda sobre una barra, con 
seccion en forma de U, inclinada. Determinar la 
aceleracion. 



Solucion. 


Las fuerzas que actuan sobre la esfera son el peso, 
P, la reaccion normal del piano, R , y la fuerza de 
rozamiento Fj. 

Como la reaccion R y el rozamiento iy estan 
aplicados en el eje instantaneo de rotacion no 
realizan ningun torque, solo el peso: 

r = hmg sen# , siendo h = (r 2 - b 2 J 2 

El momento de inercia de la esfera con relacion al 
eje instantaneo de rotacion es 


I = —mr 2 + mh 2 
5 


Aplicando la ecuacion fundamental de la dinamica 
de rotacion: 


_ t _ hmgsenO _ hgsenO 
a ~ I ~ (2mr 2 /5 + mA 2 ) _ (2r 2 /5 + A 2 ) 

la aceleracion lineal sera: a = a h 


5(r 2 -b 2 )gh 2 send 
(7 r 2 - 5b 2 ) 

Ejemplo 5. Se tiene un disco de masaMy radio R , 
que pueda girar libremente alrededor de un eje que 
pasa por su centra. Se enrolla una cuerda alrededor 
del disco, se tira la cuerda con una fuerza F. Si el 
disco esta inicialmente en reposos i Cual es su 
velocidad al tiempo ft 

F 



Solucion. 

El momento de inercia del disco con respecto al eje 
es: 

I = -MR 2 

2 

La direccion de la cuerda siempre es tangente al 
disco por lo que el torque aplicado es: 

T = FR 

Como T = la 

T 

Tenemos a — — 

I 

Reemplazando 

FR _ IF 

2 

Siendo a constante C0= C0 0 + at 

IF 

Como ry n = 0 => co = at = - 1 

0 MR 

Ejemplo 6. Se sujeta una masa M a una cuerda 
ligera enrollada alrededor de una rueda de momento 
de inercia / y radio R. 

Hallar La tension de la cuerda, la aceleracion y su 
velocidad despues de haber descendido una 
distancia h desde el reposo. 



_ h 2 gsen0 _ gsen# 

U ~ (2r 2 /5 + /* 2 )~ (2r 2 /5/z 2 +1) 


Solucion. 

La figura siguiente muestra los diagramas de cuerpo 
libre. 
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M 


T 


k 

Mg 


Aplicando la segunda ley de Newton a la masa M 

Mg-T = Ma (1) 

Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion 
al disco 

TR = Ia , 

a 


como a — Roc 


a 


a = 


R 


TR = I — o 77? 2 = la 
R 

Resolviendo (1) y (2) obtenemos 

M 

a= - —g, 


( 2 ) 


T = 


M + I/R 
I/R 2 

m+i/r- 


-Mg 


Siendo un movimiento con aceleracion constante 

v 2 = Vq + 2 as 

Conocemos: a , v 0 = 0, s = h : 


v 2 =- 


2 Mg 


M +1 R‘ 


v = 


2Mg 


\M +1 R z 


Ejemplo 7. Un anillo de 5 cm de radio, grosor 
despreciable y densidad 1,6 g/cm, se pone en 
rotacion alrededor de un diametro cuando se le 
comunica un momento angular de 7900 g cm 2 /s. 

a) Hallar la expresion analitica y el valor numerico 
del momento de inercia respecto del eje de giro. 

b) ^Con que velocidad angular empieza a girar? 

c) Si el rozamiento con el aire y los pivotes origina 
un par de fuerzas cuyo torque es de 50 dina cm, 
^cual sera la ecuacion del movimiento que efectua 
el anillo?, ^cuanto tiempo tarda en pararse? 

(Nota 1 N = 10 5 dinas) 

Solucion. 



a) Por el teorema de las figuras planas, tenemos 
que: 

Iz — R + ly ? 

Ademas por simetria 

4=4 

Por tanto 

1, =‘-^=\pLR 2 =|p(2^ 2 = V R 3 
= 7r(l,6.10 _1 )(0,05) 3 = 6,28xl0' 5 kg m 2 

b) Al comunicarle un momento angular 
L = 7,9 xlO' 4 kg m 2 /s, 

L 7,9 xlO” 4 
co {) — — — s 

0 / 6,28 xlO" 5 

= 12,58 rad/s 

c) r = 50 dina cm = 50xl0' 5 NxlO' 2 m 

= 5xl0' 6 N m 

Por lo tanto la ecuacion del movimiento en terminos 
angulares sera: 

0 = O o + G> o t + 2 at 2 =12,6 1 - 0,0398 1 1 , y 
® = 12,6-0,079/^ 

Siendo co- 0 para t - 158 s. 

Ejemplo 8. Maquina de atwood tomando en 
cuenta la polea. 



La polea es un disco de masa My radio R. La figura 
muestra los diagramas de cuerpo libre de cada una 
de las partes de la maquina de atwood. 
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Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de 
las partes. 

MasaMi: 


a 



Planteando la segunda ley de Newton para cada 
masa: 

m x g-T x = m x a , 


T x -M x g = M x a 

(1) 

T 2 -m 2 g = m 2 a 

Masa M 2 : 


Para la polea: 

M 2 g-T 2 = M 2 a 

( 2 ) 

Vr = T,R-T ? R = la = I — 

Polea: 



T 2 R — T x R = la 


Como el hilo no desliza, 


= -MR 2 - = -MRa 
2 R 2 


Resolviendo (1), (2) y (3), obtenemos: 

T i = M x {g + a), 

T i = m i (s~ a ) y 

(m 9 - nil) 

ci = --—--—- g 

(m 2 + 777, + M/ 2) 


(3) 


a = aR 

Por lo tanto tenemos tres ecuaciones: 
m x g-T x = m x a , 
r 2 -m 2 g = m 2 a , 


T -T 

1 l 1 2 



Que sumadas dan lugar a: 

(mi - m 2 ) g - a(m\ + m 2 + //R 2 ). 
Por lo tanto a vale: 


Ejemplo 9. Una polea homogenea de radio R , masa 
My momento de inercia /, gira alrededor de su eje, 
debido a la accion de dos masas m 7 y m 2 . 

R = 0,3 m, m\ =15 kg, m 2 = 10 kg, M= 20 kg, /=18 
kgm 2 . 

Calcular: 

a) La aceleracion angular de la polea. 

b) Las tensiones de las cuerdas. 

c) La tension del soporte que fija el sistema al techo 



Solucion. 

a) Vamos a suponer que el sistema acelera hacia el 
lado de la masa mayor M. 


a = 


m x —m 2 


-g 


I 0 18 

777, + m 1 H—- 25 + 


9,8 


R‘ 


0,3 2 


= 0,22 m / s 2 


a 0,22 , 

y (X = — =- = 0,73 rad / s 2 

i? 0,3 

b) De las ecuaciones anteriores obtenemos: 

T x = m x g - m x a = 15(g -a) - 143,7 N. 

T 2 = m 2 (g + a) - 100,2 N. 

c) Considerando todas las fuerzas que actuan sobre 
la polea, que debe estar en equilibrio: 



I?=o 

S = P + Ti + T 2 = 20 X 9,8 + 146,67 + 102,22 
= 445 N 
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Ejemplo 10. La figura representa un cilindro 
macizo y homogeneo de radio R = 20 cm y masa 
M- 20 kg. A su periferia va arrollado un hilo ideal 
de cuyo extremo libre cuelga una masa m - 8 kg. 
Por una hendidura muy fina se le arrolla otro hilo 
ideal a una distancia del eje horizontal r- 10 cm, a 
cuyo extremo libre se le aplica una fuerza constante 
F = 200 N. Calcular: 

a) Momento de inercia del cilindro respecto a un eje 
que coincida con una generatriz. 

b) Aceleracion con que sube la masa m. 

c) Aceleracion angular del cilindro. 

d) Tension del hilo que sostiene la masa. 



Solucion. 

a) Aplicando el teorema de Steiner, 
I = Vi MR 2 +MR 2 = 3/2 MR 2 



b) Podemos plan tear dos ecuaciones: 
T - mg = ma y 


$ 

1 

£ 

ii 

a 

= 

(\ \ 

-MR 2 

fa > 



U J 

Uv 

Que conducen a: 






( 

1 



Fr - mgR = a 

mR + MR 



V 

2 

) 


Por lo tanto la aceleracion a vale: 

Fr - mgR 

20-15,68 


a = 


mR + — mR ^ + ^ 
2 

= 1,2 m/s 2 

a 1,2 

c ) a = — = — 

R 0,2 


= -MRa 
2 


= 6 rad/s 2 . 

d) T - mg + ma - 8 (9,8 +1,2) 
= 88 N. 


Ejemplo 11. Dos poleas cuyos radios son 1 m y 
0,3 m, estan acopladas pegada una a la otra en un 
piano vertical, formando un bloque que gira 
alrededor de su eje de rotacion comun. De la 
garganta de la polea grande pende una masa de 20 


kg y de la garganta de la polea pequena pende otra 
masa de 100 kg que tiende a hacer girar a las poleas 
en sentido contrario al anterior. El momento de 
inercia del sistema formado por las dos poleas es de 
10 kg m 2 . Al dejar el sistema en libertad, se pone en 
movimiento espontaneamente. Se pide: 

a) ^En que sentido se mueven las poleas? 

b) Valor de la aceleracion con que se mueve cada 
una. 

c) Aceleracion angular de las poleas. 

d) Tension de la cuerda que sostiene la masa de 100 
kg cuando el sistema esta en movimiento. 

Solucion. 



a) Cuando las poleas estan inicialmente en reposo, 
los pesos coinciden con las tensiones. 

Por tanto 7\ = 200 N, y T 2 = 1000 N. 

El momento que ejerce T { valdra 

T x = T X R X = 200 Nm 
El que ejerce T 2 valdra 
T2 =T 2 R 2 = 300 N m. 

Por tanto, al ser el momento de la fuerza T 2 mayor, 
la polea girara de modo que la masa Misuba. 

b) y c) Planteando la ecuacion fundamental de la 
dinamica a cada masa y a la polea, tendremos: 

T i = 

=> T l -M l g = M l aR i ( 1 ) 

M 2 g-T 2 = M 2 a 2 

=^> M 2 g — T 2 = M 2 aR 2 ( 2 ) 

t 2 -t 1 = la 

=^> T 2 R 2 — T X R X = la (3) 

De las tres ecuaciones obtenemos a : 


a = 


M 2 gj?2 zFjSF 

M 2 R 2 2 +M l R 2 +1 
30-20 


-g - 2,51 rad/ s . 
20 + 9 + 10 

La aceleracion de cada masa sera: 
a x - aR x = 2,51 m/s 2 , 

a 2 — aR 2 = 0,75 m/s 2 

d) T 2 = M 2 g - M 2 aR 2 = 904,7 N 


Ejemplo 12. Un rollo de 16,0 kg de papel con 
radio R= 18,0 cm descansa contra la pared 
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sostenido por un soporte unido a una varilla que 
pasa por el centro del rollo. La varilla gira sin 
friccion en el soporte, y el momento de inercia del 
papel y la varilla alrededor del eje es de 0,260 kg. 
m 2 . El otro extremo del soporte esta unido mediante 
una bisagra sin friccion a la pared de modo que el 
soporte forma un angulo de 30,0° con la pared. El 
peso del soporte es despreciable. El coeficiente de 
friccion cinetica entre el papel y la pared es 

jd k — 0,25 . Se aplica una fuerza vertical constante 

F = 40,0 N al papel, que se desenrolla. 

a) ^Que magnitud tiene la fuerza que la varilla 
ejerce sobre el rollo de papel al desenrollarse? 

b) ^Que aceleracion angular tiene el rollo? 



40,0 N 


Solucion. 

En el punto de contacto, la pared ejerce una fuerza 
Fj- de la friccion dirigida hacia abajo y una fuerza 

normal N dirigida a la derecha. Esto es una 
situacion donde es cero la fuerza neta en el rodillo, 
pero el torque neto no es cero. 

La suma de fuerzas verticales 

F var cos6> = F f +W + F, F f =ju k N, 

Las fuerzas horizontales 

F var sen6> = N . 

De aqui tenemos: 

F var cos 6 = ju k N + F + W 

F var sen6> = N. 

a) Eliminando Ny resolviendo para A va| . da 

F - ^ + F 

cos 0-ju k sin 6 


40,0+ (16,0) (9,80) 


= 266 N 


cos 30° - (0,25)sen30° 

b) Con respecto al centro del rodillo, la barra y la 
fuerza normal ejercen el torque cero. 

La magnitud del torque neto es 

(F-F f )R,y F f = n k N 
Puede calcularse reemplazando el valor 
encontrado para F ydX en cualquiera de las 
relaciones anteriores; 

F f = ju k F va[ sen/9 = 33,2 N. 

Luego, 


_ r _ (40,0-31,54)(18,0xl0~ 2 ) 
a ~ I ~ (0,260) 

= 4,71 rad/s 2 


Ejemplo 13 Se debe aplicar una sola fuerza 
adicional a la barra de la figura para mantenerla en 
equilibrio en la posicion mostrada. Puede 
despreciarse el peso de la barra. 

a) Calcule las componentes vertical y horizontal de 
la fuerza requerida. 

b) ^Que angulo debe formar esta fuerza con la 
barra? 

c) ^Que magnitud debe tener? 

d) ^Donde debe aplicarse? 



Solucion. 

a) La tension en el resorte es W 2 = 50 N, y la 

fuerza horizontal sobre la barra debe equilibrar la 

componente horizontal de la fuerza que el resorte 

ejerce sobre la barra, y es igual a 

(50 N) sen 37° = 30 N, a la izquierda en la 

figura. 

La fuerza vertical debe ser 

50 cos 37° +10 = 50 N, arriba 


b) 


arctan 


^50N? 

v 30N y 


= 59° 


c) 

(30 N) 2 + (50 N) 2 =58N. 

d) Tomando torques alrededor (y midiendo la 
distancia de) del extremo izquierdo 

50x = (40)(5,0) 


=^> x = 4,0 m 

Donde solamente las componentes verticales de las 
fuerzas ejercen torques. 


Ejemplo 14. Imagine que esta tratando de subir 
una rueda de bicicleta de masa m y radio R sl una 
acera de altura h; para ello, aplica una fuerza 
horizontal F. ^Que magnitud minima de F logra 
subir la rueda si la fuerza se aplica 

a) al centro de la rueda? 

b) ^En la parte superior de la rueda? 

c) ^En cual caso se requiere menos fuerza? 
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Solucion. 

a) Tome los torques respecto a la esquina superior 
de la acera. 


La fuerza F actua a una distancia perpendicular 
R — h y 

el peso actua en una distancia perpendicular 

-^R 2 AR-hf = a/2 Rh^h 2 . 

Igualando los torques para encontrar la fuerza 
necesaria minima, 

„ y}2Rh-h z 

t =Mg -. 

R-h 

b) El torque debido a la gravedad es el mismo, pero 

la fuerza F actua a una distancia perpendicular 
2 R — h, tal que la fuerza minima es 


F — mg 


a / 2/?/;-/? 2 

2R-h 


c) Se requiere menos fuerza que cuando la fuerza se 
aplica en parte alta de la rueda. 


Ejemplo 15. Un disco homogeneo A gira alrededor 
del eje y bajo la accion de la masa C unida a una 
cuerda que pasa por una polea sin peso ni 
rozamiento enrollada alrededor del tambor 
cilmdrico macizo B, solidaria del disco A. A este 
esta unida una masa puntual D, como indica la 
figura. Las masas A, B, C y D son respectivamente 
65, 15, 8 y 4 kg. Se supone que la cuerda 
permanece siempre horizontal. Calcular: 

a) Aceleracion angular del disco. 

b) Aceleracion tangencial de D. 

c) Aceleracion normal de D, 4 s despues de partir 
del repo so. 



Solucion. 

a) Calculemos en primer lugar el momento de 
inercia del sistema A-B-D. 


1 2 1 2 

I = —m A R A + —m b R b 

- 51,56 kg m 2 


1 

+ — m D 

2 D 


R 


2 

D 


Aplicando la segunda ley de Newton en la masa C: 

m c g -T = m c a 


8g-T = 8 aR A 

Aplicando la segunda ley de Newton de la rotacion 
en el conjunto giratorio: 

TR b = la 

Resolviendo el sistema formado: 


%g R B ~ tr b = 8 a R B 


TR b = la 


a = 


H R B 

8 R 2 b +I 


8 gRjj — 8 uR B + la 
35,28 


53,18 


: 0,66 rad/s 


b) a 0 = aR {) - 0,6 m/s 2 


c) = at = 2,65 rad/s 
a N = coR d = 6,34 m/s 2 

EQUILIBRIO ESTATICO 

En el capitulo 5 vimos que para que una particula 
estuviera en equilibrio estatico era suficiente que La 
fuerza resultante fuese cero. 

x?=° 

Esta condicion tambien, es necesaria para que un 
cuerpo rigido este en equilibrio, pero no es 
suficiente que solamente el centro de masa este en 
reposo, el cuerpo puede girar Es necesario que el 
momento de: fuerzas o torque con respecto al centro 
de masa sea nulo. 

2>=o 

A continuacion desarrollaremos algunos ejemplos 
de aplicacion. En muchos de ellos la fuerza de la 
gravedad ejercida sobre las diversas partes de un 
cuerpo puede sustituirse por una sola fuerza, el peso 
total actuando en el centro de gravedad. 

Si la aceleracion de la gravedad no varia a lo largo 
del cuerpo, el centro de gravedad coincide con el 
centro de masa. 

Ejemplo 16. Demostrar que cuando un cuerpo esta 
en equilibrio y el torque con respecto al centro de 
masa es cero, el torque con respecto a cualquier 
punto tambien es cero. 

Solucion. 



En la figura 

-> 

r Q es el vector del centro de masa a O 
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r. es el vector del centro de masa al punto donde 
actua F t . 


r Oi es el vector del punto O al punto donde actua 

-> 

Ft- 

De la figura vemos: 

-> -> -> 

r , = r O+ r Oi 

El torque total alrededor de O es 


t q - ^roixxFi - y, 

i i 

i i 



T CM~ ^ 


Ft 


r 0 x 


Fi 


Como r Q es constante 

-> -> _ -> -> 

ro = tcm — ^ r () x Fi 

i 

Para un cuerpo en equilibrio ^ 7x = 0 


tal que To — Tcm 

-» 

Si T cm = 0, el torque alrededor de cualquier 
punto debe ser cero y viceversa. 


Ejemplo 17. Par de fuerzas. Dos fuerzas iguales y 
opuestas que actuan en la figura siguiente se 
denominan par de fuerzas, Segun se indica 



F es el valor de cualquiera de las fuerzas y 
d — (x 2 ~ X x ) es la distancia entre ellas. 

El momento o torque producido por estas fuerzas 
con respecto a O es: 

r 0 = Fx 2 - Fx x = F(x 2 - x,) = Fd 

Este resultado no depende de la seleccion del punto 
O, el momento producido por un par es el mismo 
respecto a cualquier punto del espacio. 

Ejemplo 18. Una fuerza vertical F que actua en A. 
en el solido rectangular mostrado en la figura, 
queremos sustituirla por otra cuya linea de accion 
pasa por el centro de masa mas un par de fuerzas 
que actuen horizontalmente aplicados en A y B. 



Solucion. 

a) Sustituir la fuerza vertical dada por otra igual 
paralela cuya linea de accion pase por el centro de 
masa. 

"F 



b) Hacer girar el piano del par, hasta desplazarlo 
hasta la linea A B. 



c) Se cambian los modulos de las fuerzas a F ’ de tal 
modo que: 

F'b = Fa => F'= F — 
b 



Ejemplo 19. Sobre una placa solida actuan cuatro 
fuerzas de modulos 

F x = 28,3 N, F 2 = 60 N, F 3 = 20 N y F 4 = 50 N. 
Como se indican en la figura. Hallar la tuerza 
resultante sobre la placa y determinar su linea de 
accion. 
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Solucion. 

Utilizando el cuadriculado obtenemos: 


r, = -0,2 i - 0,2 j , 


F, = 28,3 


V 2 7 


/ + 28,3 


v 2 y 


j = 20 / + 20 j 


r 2 = 0,1/ - 0,2 j , F 2 =60 j 


r 3 = 0,2/ + 0,1 j , F 3 =- 20/ 


yv yv 

f 3 l 


f 3 l 

r A = -0,1/ + 0,2 j , F 4 = 50 


f-50 


vT 




- 30z'-40j 

La fuerza resultante es 


-» -> -> -> -> 

T 7 = + F 2 + 

= (20 - 20 + 30)/ + (20 + 50 - 40 )j 
= (30/ + aq])n 


El torque resultante respecto al centro de masa es la 
suma de los torques individuales. 

-» -» -> -> -> 

r = Tj + r 2 + r 3 + r 4 

Siendo: 

—> —» —> 
rj = Tj x Fj 

= (- 0,2? - 0,2 j) x (20? + 30 ]) = 0 

-» -> -» 

r 2 =r 2 xF 2 

- (o,l/-0,2/)x(60 /)=6/? 

-> -> -> 

r 3 = r 3 xF 3 

= ( 0 , 2 / + 0,iy)x (- 20/)= 2k 

-> -> -> 

r 4 = r 4 x F 4 

- (-0,1/ + 0,2/)x (20/ -40/)= -2k 

Reemplazando: 

yv 

T = 6k Nm 


Para determinar la linea de accion de la tuerza, 
consideremos que el punto de aplicacion de la 
fuerza resultante es: 


r = xi + yj 

Tal que 

t — 6k = rx F = {xi + j//) x ^30/ + 40 j) 

= (40x-30 y)k 

De aqui: 

(40x-30j)=6 
=^> 20x-15jp = 3 

Esta es la ecuacion de la linea de accion de la 
fuerza; si esta tuerza a de situarse en algun punto 
del borde inferior de la placa, y = - 0,2 m.. 
Obtenemos 

_ 3 + 15_y 3 + 15(-0,2)_ n 

X — — — u 

20 20 

La figura siguiente muestra la fuerza resultante: 



Ejemplo 20. Se tiene una escalera de masa My 
largo L apoyada contra la pared .No hay friccion en 
la pared y el coeficiente de friccion del piso es // . 
/,Cual es el minimo angulo de inclinacion para que 
no comience a resbalar? 



Solucion. 

La figura siguiente muestra el diagrama del cuerpo 
libre de la escalera. 



Condicion para que el centro de masa no acelere: 
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Y l F,=0 = N,- M N y , 

Y*F y =0 = Mg-N y 

De aqui obtenemos: 

N y =Mg, N x =juN y = juMg 

Condicion de no rotacion: 

La suma de momentos de fuerza con respecto al 
centro de masa es cero. 


N v — cos 0 - jliN —sen 0-N x —sen 6 = 0 
y 2 y 2 2 

Reemplazando las fuerzas: 

Mg ^ cos 6 - juMg ^ sen <9 - juMg^scnO = 0 


2//sen# = cos 6 
6 = tan 1 


' i' 


2 /j 


Otra forma: 

En lugar de tomar el centro de masa como origen 
tomemos extremo inferior de la escalera. 
Tomando momentos con respecto a este punto. 

Mg^-cosO - N x LsenO = 0 

Reemplazando el valor de N x : 

Mg ^ cos 6 — juMgLsenO = 0 


6 = tan 1 


Obtenemos la misma respuesta porque no importa 
con respecto a que eje tomemos el torque. 



Ejemplo 21. Una viga de masa m se empotra a la 
pared como se muestra en la figura y se sujeta por 
medio de un alambre. Si la tension en el alambre 

excede T m el alambre se rompe. ^Para que valor de 

x, el alambre se rompera por una masa M colocada 
sobre la viga? 



La figura muestra el diagrama del cuerpo libre del 
sistema viga-masa. 



R es a reaccion de la pared. 

Como el sistema esta en equilibrio 

I? = 0 

f ^F x = Rcosa-Tcosd = 0 

= Rscna - TscnO - Mg - mg = 0 


Con ^ T — 0 alrededor de cualquier punto. 
Tomamos momentos con respecto a O. 

TLsonO - mg ^ - Mgx = 0 

De esta ultima ecuacion obtenemos 


TLsend - mg — 

x = -— 

Mg 

Si T = T m obtenemos el valor maximo de x. 

Si estuvieramos interesados en conocer R , seria 
mejor tomar momentos con respecto al otro 
extremo. 


Ejemplo 22. Un albanil de 75 kg camina sobre un 
tablon de 3 m de largo y 80 kg apoyado sobre dos 
vigas distantes 2 m, tal como indica la figura. ^Cual 
es la maxima distancia x que puede recorrer, sin 
que caiga? 



Solucion. 

Para que el tablon gire, el torque del peso del 
albanil respecto del punto O, mas el torque del peso 
de la parte de tablon que sobresale, debe ser mayor 
o igual que el torque del peso de la parte de tablon 
apoyada entre las vigas: 

Llamando /l a la densidad lineal del tablon: 


, M 

A — -, haciendo d - 2 m, L - longitud del 

L 

tablon, M - masa tablon, m = masa albanil 
tendremos: 


Mgx + A(L — d)g 


(L-d) 


3 , d 
= Adg- 


MX 


+ /t [d 2 -(L-df]=—(2Ld-L 2 ), 
2L 


x = —(2d -1) = 0,53 m 
2m 


Ejemplo 23. Un baul de masa M se empuja sobre 
un suelo con coeficiente de rozamiento 

a) Que fuerza F se ejerce si el baul se mueve con 
aceleracion constante al 

b) ^Si el baul se mueve con velocidad constante? 
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c) iQu6 fuerza se necesita para inclinar el baul? 



777777777 


777777777 


Solucion. 

La figura siguiente muestra el diagrama del cuerpo 
libre del baul. 

a 


F 


Lr;— 
J m 



~ U , 


a) Aplicando la segunda ley de Newton. 

Y l F -=F-f‘,(N,+N 2 )Ma, 
Y l F,=N t +N,-Mg = 0 

Resolviendo las ecuaciones: 

F = M(a + /J k g) 

b) En el caso que el baul va con velocidad constante 
a = 0 y F = M/u k g 


c) Para analizar la inclinacion del baul tenemos que 
escribir la ecuacion de momentos con respecto al 
borde delantero, sinrotacion a- 0, luego 

Y J T = -bN l -hF + ^Mg = 0 

Cuando el baul empiece a inclinarse, empezara a 
rotar en el sentido horario y Ni = 0, de aqui: 

F bMg 
2 h 


y la aceleracion: 

F 

a = --~F k § = 



~Fk 



Ejemplo 24. El extremo A de la barra AB de la 
figura descansa en una superficie horizontal sin 
friccion, y el extremo B tiene una articulacion. Se 
ejerce en A una fuerza horizontal F de magnitud 
120 N. Desprecie el peso de la barra. Calcule las 
componentes horizontal y vertical de la fuerza 
ejercida por la barra sobre la articulacion en B. 



La componente horizontal de la fuerza ejercida en 
la barra por la bisagra debe equilibrar la fuerza 

—» 

F aplicada, y asi tiene magnitud 120,0 N y es 
hacia la izquierda. 

Tomando torques alrededor del punto A 

(120,0 N)(4,00 m) + F v (3,00 m) 

La componente vertical es - 160 N, el signo menos 
indica una componente hacia abajo, ejerciendo un 
torque en una direccion opuesta a la de la 
componente horizontal. 

La fuerza ejercida por la barra en la bisagra es igual 
en magnitud y contrario en la direccion a la fuerza 
ejercida por la bisagra en la barra 


Ejemplo 25. La caja es arrastrada sobre una 
superficie horizontal con rapidez constante por una 
fuerza. El coeficiente de friccion cinetica es de 0,35. 

a) Calcule la magnitud de F. 

b) Determine el valor de h con el cual la caja 
comience a volcarse. 

0.25 m 

b—H 





F 

05i 

3 m 

eg 


h 


Solucion. 

a )F = F f =ju k N = jU k mg 

= (0,35)(30,0kg)(9,80 m/s 2 ) 

= 103 N 

b) Con respecto al borde delantero de la caja. 
El brazo de palanca del peso es 

0,250 

— = 0,125 m 


El brazo de palanca h de la fuerza aplicada es 
entonces 

h = (0,125) mg = (0,125) — 

F A k 


0,125 

0,35 


= 0,36 m. 


TRABAJO Y ENERGIA EN ROTACION. 

Consideremos un cuerpo que gira alrededor de un 
eje tal como se muestra en la figura 



La energia cinetica de un elemento de masa dm que 
gira a una distancia r del eje de rotacion es: 
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dK = —dmv , v = cor 

2 

=> dK = —dmco 2 r 2 

2 

Integrando. 

K=\dK=\ —co 2 r 2 dm 

J JM 2 

como CO es constante. 

K= f dK = —co 2 \ r 2 dm 

j 2 

El termino integral es el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al eje de rotacion 

K = -Ico 2 

2 

Para relacionar la energia cinetica, al trabajo 
efectuado sobre el cuerpo por un torque T . 
Supongamos que se aplica una fuerza externa unica 
F , que actua en el punto P del cuerpo. 



El trabajo realizado por F a medida que el cuerpo 
gira recorriendo una distancia infinitesimal 
ds — rd6 en un tiempo dt es: 

dW = F-d s = Fsenfirdd 
Como Fsen<f)r es el torque de la fuerza F 
alrededor del origen se puede escribir el trabajo 
realizado para la rotacion infinitesimal como: 

dW = t dd 


Cuando el cuerpo gira en torno a un eje fijo bajo la 
accion de un torque. El cambio de su energia 
cinetica durante el intervalo dt se puede expresar 
como: 


dK = 



d_ 

dt 


Icq 2 



= I co—dt = Icoadt = lacodt 
dt 

Como 

r — la y dG — codt 

Obtenemos: 

dK = r dO = dW 


Si se Integra esta expresion se obtiene el trabajo 
total 


= \° z t dO = \° h I cod CO 


1 J 2 1 J 2 

= —Icq 0 — Icq , 

2 2 2 1 

= k 2 -k x = a k 

“El trabajo neto realizado por las fuerzas externas 
al hacer girar un cuerpo rigido alrededor de un eje 
fijo es igual al cambio en la energia cinetica de 
rotacion”. 


Por la analogia que existe entre las expresiones para 
el movimiento lineal y el movimiento angular, 
podemos decir que un torque sera conservativo a 
condicion que exista una funcion potencial 
U = C/( 0 ) de tal modo que el trabajo efectuado por 


T , cuando el cuerpo sufre un desplazamiento 
angular (0 2 — O x ) es la diferencia — U(e 2 ) )• 

Asi pues se deduce que: 

U {9 i) -U {92 ) =K 2 -K x 

6 K 1 + 11^ = K 2 + U {di ) = constante 

Cuando el sistema no es conservativo 
W, 


NO CONSERVATIVO 


= (K t +U M )-(K 2+ U M ) 


POTENCIA 

La rapidez con que se realiza este trabajo es: 

dW de 

-= r — = TCO 

dt dt 

Expresion que corresponde a la potencia 
instantanea. 

P = TCO 


Ejemplo 26. Para la barra giratoria, calcular su 
rapidez angular y la rapidez lineal de su centro de 
masa y del punto mas bajo de la barra cuando esta 
vertical. 




co 


Usando el principio de conservacion de la energia, 
considerando que la energia potencial se calcula 
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respecto al centro de masa y la energia cinetica es 
de rotacion: 


E, =E , 


K f 


+ U gi =K f+Ugf 


Cuando la barra esta inicialmente horizontal no 
tiene Ki y cuando esta vertical tiene solo Kf , 
entonces: 


Mg 


L 

2 



u 

2 


-ML 2 

v3 


CO 


CO = 



Para calcular la rapidez del centro de masa, se usa: 

L 1 


v = rco — 

cm 


CO = 


3 gL 


2 2 

En el punto mas bajo la rapidez es 

V = 2V an = V3 1ZL 


Ejemplo 27. Para el sistema de la figura, las masas 
tiene momento de inercia / en torno a su eje de 
rotacion, la cuerda no resbala en la polea y el 
sistema se suelta desde el reposo. 

Calcular la rapidez lineal de las masas despues que 
una ha descendido H y la rapidez angular de la 
polea. 



Solucion. 

Como no hay roce en la polea, se conserva la 
energia, que aplicada a cada masa m x y m 2 , 
suponiendo que m 2 se encuentra inicialmente en la 
parte superior del sistema, es: 


E, = E f 



=> K h+ K 2i+ U u+ U 2i 

= K lf +K 2f +K p +U lf +U 2f 
=> 0 + m 2 gH 


- — m,v 2 + — m 1 v 2 + — Io) 2 +m,gH 
2 2 2 


f 


I ^ 

m, + H—- 

R 2 


V 


= (m 2 - m l )gH 


Donde se ha usado la relacion v = R at, despejando 
v se obtiene: 


v = 


i 


2 (m 2 -m x )gH 


m, + H—- 

1 2 R 2 


Ejemplo 28. Sobre un cilindro homogeneo de 
radio R y masa M. tiene El cual tiene libertad de 
girar sin friccion sobre un eje, como se muestra en 
la figura. Si se le aplica en su borde una fuerza 
tangencial de magnitud F. 

a) ^Cual es la aceleracion angular a del cilindro? 

b) ^Cual es la velocidad angular y la energia 
cinetica del cilindro al tiempo ft 

c) ^que cantidad de trabajo aplica la fuerza durante 
este intervalo ft. 



Solucion. 

El momento de inercia del cilindro en torno a su eje 
es: 

1 9 

/ = -MR 2 

2 


a) Con T = lex 


tenemos OC = 


a = —, t = F^R 
i 

2F n 


-MR 2 MR 
2 


b) Siendo CC constante 

co = co 0 + a t 

Si co Ci =0,co = at,co = 


? F 

Q 

MR 


La energia cinetica: 

1,2 1(1 

K = —1(0 

1 2 


\ 


-MR 2 
v2 


IF 

o 

MR j 


F r 


0 t 2 


M 

c) El trabajo realizado 


F 


W = AK = K ? -K, = -!L t z -0 
M 

F 2 

M 
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Otra forma de calcular es: 

J '6 2 

T dO , T — F n R (constante) 

e x u 

W = F o R(O 2 -0 1 ) = F o RA0 
IF 

Con a = —-, co n = 0 
MR 0 

2\MR J MR 


2 

Finalmente 




W = F 0 R 


-a -1 2 


F 


MR 


0 t 2 


M 


Ejemplo 29. Un carrete de hilo delgado tiene radio 
R y masa M. Si se jala el hilo de tal modo que el 
centra de masa del carrete permanezca suspendido 
en el mismo lugar. 

a) ^Que fuerza se ejerce sobre el carrete? 

b) iC uanto trabajo se habra realizado cuando el 
carrete gira con velocidad angular CO ? 

Solucion. 

La figura muestra al carrete suspendido. 



a= 0 
v= 0 


El carrete solo tiene movimiento circular ya que 
esta en equilibrio vertical 
Aplicando las leyes de Newton: 

T ~ Mg = 0 


I>,=° 


Yj T =Ia 


TR = Ia 


1 2 

Como I = — MR , obtenemos: 
2 

MgR = i MR 2 a 


y a 


R 


a) La fuerza que se ejerce sobre el carrete es 

T = Mg 

b) Como el trabajo realizado es: 

W = t A0 , donde t = TR = MgR 2 

co 1 = col + 2aA0 


Siendo a constante 

2 


Si C0 0 = 0 


co = 2aA 0 y 


A0 = — = 
2 a 


co 2 R 


CO 2 R 1 7 9 

Luego W = MgR -= —Mco 2 R 2 

4 g 4 

Otra forma de evaluar el trabajo es por la 
conservacion de la energfa. 


W = AK = K 2 -K x 


2 


-MR 2 

u 



1 9 

= -Ico 2 -0 

2 

- —Mco 2 R 2 

4 


Ejemplo 30. Una plataforma cilmdrica uniforme 
de 180 kg de masa y 4,5 m de radio se frena de 3,2 
rev/s al reposo en 18 s cuando se desconecta el. 
motor. Calcular la potencia de salida del motor (hp) 
para mantener una velocidad constante de 3,2 rev/s. 
Solucion. 

Como primer paso debemos conocer cual es el 
torque de frenado que tenemos que veneer para 
mantener la velocidad constante, ese torque lo 
calcularemos de la siguiente manera: 

^ frenado — frenado 

1 2 

I =-MR 2 . 

2 


a 


frenado 


A co 
At 


co 2 -co x _ CO 

1 2 t j t 


La potencia es: 


P = T CO = 


MR 2 co 2 
It 


Siendo 

M=180 kg,R = 4,5 m, 

„ ^ rev 2 n rad 
co = 3,2 

s rev 


t- 18 s. 


MR 2 co 

21 



s 


(180X4.5) 2 (6.4t-) 2 

2(18) 

Como 1 hp = 735,5 W 


= 40889,73 W 


P = 55,6 hp 

Ejemplo 31. Se sujeta una masa M a una cuerda 
ligera enrollada alrededor de una rueda de momento 
de inercia 7y radio R. Hallar La tension de la 
cuerda, la aceleracion y su velocidad despues de 
haber descendido una distancia h desde el reposo. 
Resolver desde el punto de vista de energfa. 
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Solucion. 

Por el principio de conservacion de la energia E i0ta i 
= constante 

A1 inicio del movimiento toda la energia es 
potencial, si consideramos como nivel cero el 
indicado en la figura (a). 

E { — Mgh 



La energia final es pura energia cinetica, de la nasa 
M con velocidad V antes de chocar y el disco con 
momento de Inercia / con velocidad angular 
CO = v/R , figura (b). 


1 ,1 ,1 , 1 f v^l 

E f =-Mv 2 +-Io ) 2 = -Mv 2 +-I — 

f 2 2 2 2 \RJ 


v 


2 


2 


1 ^ 

M H—— 

R 


Como E, = E 


f 


f 


Mgh = 


M + - 


y v = 


2 M 


M + l R- 


R 2 




v = 


2M 


' M + 1/R‘ 


-gh 


Ejemplo 32. Resolver la maquina le Atwood 
utilizando Conceptos de trabajo y energia, 

Solucion. 



Las masas M\ y M 2 inicialmente estan en reposo en 
la posicion y = 0, despues de soltarlas una sube y 
la otra baja como muestra la figura. 

Las masas estaran moviendose con velocidad V la 
Polea tendra una velocidad angular CO . 

Como no hay rozamiento por la conservacion de la 
energia 

E x — E 2 

0 = +—M.v 2 + —M 7 v 2 + 

2 2 


1 


Ico 2 +M { gy-M 2 gy 


V 1 2 

Siendo 00 — — , I — — MR , tenemos: 

R 2 

1 'm, +M 2 +^1v ! = (M,-M 2 )gy 


v 7 = 


M,+M 2 +yl 


gy 


V 

Para un movimiento uniformemente acelerado 

2 


v = 2 ay 

Comparando: 

(m 2 -m,) 


a = 


(M 2 +M l +M/2) 


g 


Ejemplo 33. Una canica solida uniforme de radio r 
parte del reposo con su centro de masa a una altura 
h sobre el punto mas bajo de una pista con un rizo 
de radio R. La canica rueda sin resbalar. La friccion 
de rodamiento y la resistencia del aire son 
despreciables. 

a) ^Que valor mmirno debe tener h para que la 
canica no se saiga de la pista en la parte superior del 
rizo? (Nota: r no es despreciable en comparacion 
con R.) 

b) ^Que valor debe tener h si la pista esta bien 
lubricada, haciendo despreciable la friccion? 
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Solucion. 

a) De a a B, la distancia que la canica ha caido es 
y = h- (2R -r) = h + r- 2 R. 



El radio de la trayectoria del centro de masa de la 
canica es R — r ,. 



La condicion para que la canica permanezca en la 
pista es 


=mCl c 


=> - mg = -m 



v 2 =g(R-r). 

La velocidad se determina del teorema del trabajo - 
energfa, 


1 2 1 r 2 

mgy =—mv + 


Se tiene: 

y = h- {lR - r) 


v 

co = 

r 

Se sabe que para una esfera 



5 

Reemplazando estos valores en la ecucion de la 
energia: 


mg(h -2R + r) 


1 2 

mv 

2 


+ 


(2 

mr 

v 



g(h — 2 R + r) = v 2 + v 2 = — v 2 =^> 

V 7 2 5 10 

g(h -2R + r)= —v 2 

V 7 10 

2 

Reemplazando el valor de V : 

g(h-2R + r)=^g(R-r)^ 

h-2R + r = —(R-r)^> 

h = 2R-r+ 1 -(R-r) 

10 V ; 

= 2 R-r + — (R-r) 

10 ’ 

21 17 

= —R - r 

10 10 

= 2,7i? -l,7r 

b) En ausencia de friccion no habra rotacion. 
Luego: 

1 2 

mgy = ~ mv 

2 

Sustituyendo las expresiones para y y V en 
terminos de los otros parametros da 

h-2R + r = l(/?-r) 

Resolviendo obtenemos 



Ejemplo 34. La figura muestra tres yoyos identicos 
que inicialmente estan en reposo en una superficie 
horizontal. Se tira del cordel de cada uno en la 
direccion indicada. Siempre hay suficiente friccion 
para que el yoyo ruede sin resbalar. Dibuje un 
diagrama de cuerpo libre para cada yoyo. [En que 
direccion girara cada uno? Explica tus respuestas 



Solucion. En el primer caso, F y la fuerza de la 
friccion actuan en direcciones opuestas, y la fuerza 
de friccion tiene el torque mayor que hace rotar el 
yo-yo a la derecha. La fuerza neta a la derecha es la 

diferencia F — F^ , tal que la fuerza neta es a la 

derecha mientras que el torque neto causa una 
rotacion a la derecha. 
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Para el segundo caso, el torque y la fuerza de 
friccion tienden a dar vuelta al yoyo a la derecha, y 
el yo-yo se mueve a la derecha. 

En el tercer caso, la friccion tiende a mover al yo¬ 
yo a la derecha, y puesto que la fuerza aplicada es 
vertical, el yoyo se mueve a la derecha. 



WWW 


Ejemplo 35. 

Una canica uniforme baja rodando sin resbalar por 
el trayecto de la figura, partiendo del reposo. 

a) Calcule la altura minima h que evita que la 
canica caiga en el foso. 

b) El momento de inercia de la canica depende de 
su radio. Explique por que la respuesta a la parte (a) 
no depende del radio de la canica. 

c) Resuelva la parte (a) para un bloque que se 
desliza sin friccion en vez de una canica que rueda. 
Compare la h minima en este caso con la respuesta 
a la parte (a). 



Solucion. 

a) Encuentre la velocidad v que necesita la canica 
en el horde del hoyo para hacerlo llegar a la tierra 
plana en el otro lado. 

La canica debe viajar 36 m horizontalmente 
mientras cae verticalmente 20 m. 

Use el movimiento vertical para encontrar el 
tiempo. 

Tome + y hacia abajo. 

v 0y = 0,a y =9,80m/s 2 , y-y 0 = 20 m, t = ? 

1 9 

y — y 0 = v 0y t + — a y t => f = 2,02 s 

Luego x — x 0 = v 0x t => v 0x = 17,82 m/s. 

Utilice la conservation de la energfa, donde el 
punto 1 esta en el punto de partida y el punto 2 esta 
en el borde del hoyo, donde V = 17,82 m/s. 

Haga y = 0 en el punto 2, tal que 
y 2 = 0 e y, = h 
K l +U l =K 2 +U 2 


1 1 2 1,2 

mgh = — mv + — I co 

Rodar sin resbalar significa 

co = — , I = — mr 2 
r 5 

1 r 2 1 2 

Tal que ICO =—mv 

2 5 

mgh = -—mv 2 

10 


h = 


7v 2 7(17,82 m/s) 


lOg 10(9,80 m/s 2 ) 

= 23 in 

1 2 1 2 

b ) —ICO = —mv , Independiente de r. 

c) Todo es igual, excepto que no hay el termino de 
energfa rotacional cinetica en K : 

1 2 

K = mv 
2 

mgh = ^ mv 2 


h = — = 16 m . 

2g 

Comparado con la altura de la parte (a), 16 /23 = 
0,7, es el 70 %. 


Ejemplo 36. Una esfera solida uniforme rueda sin 
resbalar subiendo una colina, como se muestra en la 
figura. En la cima, se esta moviendo 
horizontalmente y despues se cae por un acantilado 
vertical. 

a) iK que distancia del pie del acantilado cae la 
esfera y con que rapidez se esta moviendo justo 
antes de tocar el suelo? 

b) Observe que, al tocar tierra la esfera, tiene mayor 
rapidez de traslacion que cuando estaba en la base 
de la colina. ^Implica esto que la esfera obtuvo 
energfa de algun lado? Explique. 



Solucion. 

a) Use la conservacion de la energfa para encontrar 
la velocidad v 2 de la bola momentos antes que 
saiga de la parte alta del acantilado. Sea el punto 1 
en la base de la colina y el punto 2 en la cima de la 
colina. 

Tome y = 0 en la base de la colina, tal que 
y x = 0 e y 2 = 28,0 m. 

K l + U x =K 2 +U 2 
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1 2 1 , 2 

-mv i + = m Sy 2 + 


1 2 1 , 2 
— m v 1 -\— I co u 
2 2 


Rodar sin resbalar significa <y = v/r 


1 , 2 1 

— = — 

2 2 


— mr 2 

v5 


i 

(v/r) 2 = — mv 2 
5 


7 7 

— mv, 2 = mey, H-mv, 2 

10 1 2 10 2 


10 


gy 2 =15,26 ms 


Considere el movimiento de proyectil de la bola, 
despues de salir de la cima del acantilado hasta 
justo antes de tocar tierra. Tome + y hacia abajo. 


Utilice el movimiento vertical para encontrar el 
tiempo en el aire: 


v 0y = 0, a y = 9,80 m/s 2 


y-y 0 = 28,0m, t = ? 

1 2 

y ~ y 0 = ^0 yt ^ t = 2,39 S 

Durante este tiempo la bola viaja horizontalmente 
x-x 0 =v 0x t - (l5,26 m/s)(2,39 s) = 36,5 m. 
Justo antes de tocar tierra, 

v y = v 0 y+g t = 23,4 m/s y 


v x = V 0x = 15,26 m/s 

v = +V J =28 ’° m / s 



b) En la base de la colina, 

v 25,0 ms 

co — — - 

r r 

La razon de la rotacion no cambia mientras la bola 
esta en el aire, despues de dejar la parte alta del 
acantilado, tal que momentos antes de tocar tierra 

15,3 m/s 

co = - 

r 

La energia cinetica total es igual en la base de la 
colina y momentos antes de tocar tierra, pero 
momentos antes de tocar tierra poco de esta energia 
es energia cinetica rotatoria, asi que la energia 
cinetica de traslacion es mayor. 


Ejemplo 37. Un cilindro solido uniforme de masa 
My radio 2 R descansa en una mesa horizontal. Se 
ata un hilo mediante un yugo a un eje sin friccion 
que pasa por el centro del cilindro de modo que este 
puede girar sobre el eje. El hilo pasa por una polea 
con forma de disco de masa M y radio R montada 


en un eje sin friccion que pasa por su centro. Un 
bloque de masa M se suspende del extremo libre del 
hilo. El hilo no resbala en la polea, y el cilindro rue- 
da sin resbalar sobre la mesa. Si el sistema se libera 
del reposo, ^que aceleracion hacia abajo tendra el 
bloque? 


M 



M 


Solucion. 

Hacer este problema usando la cinematica implica 
cuatro incognitas (seis, contando las dos 
aceleraciones angulares), mientras que usando 
consideraciones de la energia se simplifican los 
calculos. 

Si el bloque y el cilindro ambos tienen velocidad v, 
la polea tiene velocidad angular v/R y el cilindro 
tiene velocidad angular v/2 R, la energia cinetica 
total es 


K = - 


Mv + 


M(2R) 2 


(v/2 R) 


2 MR / n\2 \r 2 

+ -(■ v/R ) + Mv 


3 ,, 2 

= —Mv . (1) 

2 

Esta energia cinetica debe ser el trabajo hecho por 
la gravedad; si la masa que cuelga desciende una 
distanciay’, 

K = Mgy. (2) 

De (1) y (2): 



Para aceleracion constante 

v 2 = lay, 

Por comparacion de las dos expresiones obtenemos: 



3 


Ejemplo 38. Una barra de largo 2 L y masa M esta 
articulada en un extremo a un punto fijo O, 
inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se 
suelta, comienza a rotar respecto a la articulacion 
bajo el efecto del peso de la barra. Determine la 
reaccion en la articulacion y la velocidad angular de 
la barra en funcion del angulo que ella ha girado. 



Solucion. 


22 


www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.comwww.1FISICA.blogspot.com 


























www.librospdfl.blogspot.com www.GRATIS2.com www.miacademial.blogspot.com 


Cuerpo rigido 


Hugo Medina Guzman 



Por conservation de energia tenemos que 

^M(2L) 2 # - Mgsen# = 0 

Luego la velocidad angular de la barra es: 

# =——sen# => #= /— — sen# 

2 L \ 2 L 

Ademas — R H = M —— L cos #, 
dt 

t2 

r v - Mg = M -^- T (- Lsen#) 
Entonces 


r h 


= ML 


1 d 
2 sen# dO 


.\ 2 

sen ## 

J 


= ML- 


1 


f 


2 sen# dO 


sen 2 #——sen# 1 

V 2 L J 


= — MLsen#cos# 

4 

R v = Mg - M iy ( _ rsen#) 

-it/ O 

= Mg-ML -— cos 2 —sen# 

2cos# ddy 2 L 


= -Mg --Mg cos 2 # 
2 6 4 6 


Ejemplo 39. Una barra de longitud L y masa M se 
coloca verticalmente sobre un piano horizontal liso, 
en repo so. Si ella es perturbada levemente comienza 
a caer. Determine: 

a) La velocidad del centro de masa de la barra justo 
cuando ella se coloca horizontal. 

b) La aceleracion angular en dicho instante. 



a) Momento de inercia de la barra con respecto a un 
extremo 

i a = l ml 2 

3 

Por conservation de energia. 

L If l 


Mg = 

2 2 


ML L \or 


v- 


co = 


\ L 


V CM ~ ® 


3 gL 


L _ 1 
2 " 2 

b) La aceleracion angular en dicho instante. 

L 


Mg 


a = — = 

I A * 


1 ML 2 
3 


3g 

2 L 


Ejemplo 40. Una barra de longitud 2 L y masa M se 
coloca sobre un piano horizontal liso. Si la barra es 
tirada por una fuerza constante F , inicialmente 
perpendicular a la barra y aplicada en un extremo, 
la barra comienza a mo verse sobre el piano. La 
fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo 
manteniendo su direccion original. Determine una 
ecuacion para el angulo que gira la barra en funcion 
del tiempo. 

F 



El torque respecto al centro de masa conduce a 

FLsen# = —ML 2 9 
3 

• 3 F 

=> # = —sen# 

L 


TTTTTfTTTTTTT, 

Solucion. 


Ejemplo 41. Una barra de longitud L y masa M 
puede oscilar libremente en torno a uno de sus 
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extremos que se mantiene fijo, bajo la accion de su 
peso. Escriba la ecuacion diferencial para el angulo 
que ella gira. 

Solucion. 



Por conservacion de energia 

11 • 2 T 

E = —ML 2 0 -Mg —cos# 

23 2 

Derivando respecto al tiempo 
^ML 2 be+Mg^d sen# = 0 
Finalmente 

•• 3e 

#+—sen# = 0 
2 L 

Ejemplo 42. Un pendulo de torsion consiste en un 
disco uniforme de masa M y radio R suspendido de 
una barra delgada y vertical de masa despreciable y 
que puede torcerse al dar vuelta al disco alrededor 
de su eje, como se indica en la figura. La barra tiene 
una Constante de elasticidad torsional k. 
inicialmente se hace girar el disco un angulo 6 
respecto del equilibrio y luego se le suelta desde el 
reposo. Determinar su velocidad de rotacion cuando 
llega nuevamente a la posicion de equilibrio. 



Solucion. 

Con la ley de Hooke para rotacion, 

r = -kO 

El trabajo para torcer un angulo 6 es: 

W = -j\d0 = -[*(- kd)dd = \dt6 2 

Este trabajo queda como energia potencial. 

U m =\kD 2 

Al liberarse esta se convierte en energia cinetica. 
Al pasar por el punto de equilibrio la energia es 


puramente energia cinetica. 

K = -Ico 2 ^-{-MrAco 2 

2 2{2 J 

Por conservacion de energia. 

-kd 2 = —MR 1 co 1 
2 4 


CO 2 = 


Finalmente CO = 


\ikd 2 

MR 2 


= —MR 2 co 2 
4 

2ktf_ 

MR 2 


TRASLACIONES Y ROTACIONES 
COMBINADAS 

Hasta ahora solo hemos tornado en consideracion la 
rotacion del cuerpo en tomo a un eje fijo en el 
espacio. 

La finalidad de esta seccion es estudiar el caso en 
que el eje de rotacion si acelera tambien vamos a 
presentar tres metodos analiticos de resolver este 
caso. 

Primer metodo 

Aplicamos la segunda ley de Newton para 
traslacion relativa ejes no rotantes a traves del 
centro de masa. Para ilustrar este metodo y los otros 
tambien, consideremos un cuerpo de radio R , masa 
My momento de inercia respecto a su entro masa/, 
al que se le obliga a rodar sin deslizamiento a lo 
largo de una superficie horizontal por medio de una 
fuerza F que actua en su centro de masa, La tuerza 

de friccion Fj- y la reaccion N actuan tal como se 

muestra en la figura siguiente. 

a 



EL cuerpo se mueve con una aceleracion horizontal 
a que es la que corresponde a su centro de masa, y 
a su vez rota con aceleracion angular a . 

Como rueda sin deslizamiento la relacion entre el 
desplazamiento lineal y el desplazamiento angular 
es i = RO. 


La velocidad es 

dx dO 

jlV - 

dt dt 


v = Rco 


La aceleracion es 

dv dco 

— = R - => a = Ra 

dt dt 


Aplicando la segunda ley de Newton para traslacion 
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F-F f = Ma 


Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion 
alrededor del centra de masa 

— RFj = —I CM a 


Eliminando F f y a , obtenemos: 


M + 


L CM 




a = F 


En este caso como la aceleracion del centra masa es 
a , la aceleracion angular del cuerpo alrededor de O 

es a = a/R . 

Aplicando la segunda ley de Newton para 
traslacion: 

F-F f = Ma 

Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion a 
alrededor de O: 

-FR = -I 0 a 


La aceleracion 


F 


( I \ 
R 2 J 


Si para t = 0: 
x 0 = 0, v 0 = 0, 
Siendo a = constante 


La velocidad es: 


v = v 0 + at 

F 


El desplazamiento es: 

1 2 

X — Xq + v 0 t + — ttt 


X = 


F 


2 + 


Segundo metodo 

En este metodo escribimos la ecuacion para 
traslacion igual que en el anterior metodo, pero para 
la rotacion se aplica la segunda ley de Newton con 
respecto al eje de rotacion que pasa a traves del 
punto de reposo instantaneo (punto de apoyo en el 
movimiento) si tal punto no existe no puede usarse 
este metodo 

Como ilustracion veamos el ejemplo anterior. El 
punto contacto es el punto fijo instantaneo O, 
consideremos que este no desliza y todos los otros 
puntos de eje momentaneamente rotan alrededor de 
el. 



Como oc = a/ R y I Q + I CM + MR 2 : 
con la segunda ecuacion, 

F 

= FR =^> a = -7 - 7 

l R 2 J 

Tercer metodo 

Este metodo Consiste en usar las ecuaciones de la 
energia directamente. 




Es un Sistema Conservativo 

K + U = Constante 

Resolveremos por este metodo el ejemplo anterior. 
Puesto que no hay deslizamiento la tuerza de 
friccion sobre el cuerpo no trabaja sobre el mientras 
rueda. Siendo un sistema conservativo la fuerza F 
se puede deducir de una funcion Potencial U = - Fx 
donde x es la coordenada horizontal del centro de 
nasa. 

La energia E del cuerpo es: 

E = K + U 


K=^I a ,a-+^Mv 1 ,U = -Fx 

1 9 1 2 

Luego: E = — I CM CO +—Mv — Fx 


Siendo CO = — 

R 

J7 1 2(1 

E = — v 
2 


\ 


CM +M 

V ^ J 


Fx 


De aqui podemos evaluar la velocidad considerando 
que para el instante inicial x = 0, y v = 0, por 
consiguiente E- 0. 


-v 2 

2 

-v 2 

2 


v = 


1 CM 


R 2 


+ M \-Fx = 0 


f 


\ 


1 CM 


+ M 
2 Fx 


= Fx 


-^- + M 

R 2 
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Siendo un movimiento con aceleracion constante 

v = V 2 ax 
De esto 

F 

a ~ 7 

% + M 

R 2 

Otra forma de calcular la aceleracion. 


Considerando que 


dE 

E = Constante => — = 0 
dt 


dE 

dt 


1 


; 


\ 


™E + M 

yR 2 


dv 

>_ 

dt 


\ 


CM 


R‘ 


+ M 


-F 


-Ex 
dx 


J 


dt 


dv dx 

Como — = a y — = v 
dt dt 


c 


va 


v 

a = 


-gf- + M - Fv = 0 

R J 


( / 
M+ CM 


v 


R z 



Ejemplo 43. Analizar el movimiento de un cuerpo 
de radio R , momento de inercia respecto a su centro 
de masa / que rueda sin deslizar hacia abajo en 
piano inclinado de angulo 0. 



Solucion. 

Como se muestra en la figura hay dos fuerzas que 
actuan sobre el cuerpo, Mg actua en el centro de 
gravedad y la fuerza de contacto que se 
descompone en la reaccion normal N y la fuerza de 
friccion F f . 

Vamos a resolver por el primer metodo. 

Traslacion: 

Mgsen/3 - F f -Ma 

Rotacion: 

RFf = l CM oc 

Por la condicion de no deslizamiento: 

a - a/R 


iminando OC y F^ obtenemos: 

Mgsenfl 

a = -—- j- 


M +i cm/ r2 
isiderando que para t = 0: s ■- 

^ Mgsen/3 A 


: 0, y v = 0. 


Para un anillo: 

I cm = MRl - s = ^-gsen/? t 2 
Para un disco: 

I cm ~ MR ^ ~ 7 ^ 

Para una esfera: 

I cu =^MR\s=^gsenl3t 1 

Para un piano sin friccion (sin rodadura) 

1 

s = — gsen/? t 


Por la ecuacion de energia 
Si para t - 0: K 0 = 0 y U 0 = 0 

E = K 0 + U 0 =0 


Llamando h a la caida del centro de masa desde la 
posicion de reposo, tenemos: 

U = -Mgh = -Mgs sen/3 = 0, 
co = v/R 


1 


M + 


1 CM 


R' 


-Mgs sen(3 


v = 


lMgsen/3 

'mEFJR' 


Ejemplo 44. Usar la conservacion de la energia 
para describir el movimiento de rodadura de un 
cuerpo rigido de masa M que rueda por un piano 
inclinado #yrugoso. 
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Estudiar el movimiento. 


Solucion. 

Se supone que el cuerpo rigido parte del reposo 
desde una altura h y que rueda por el piano sin 
resbalar la conservacion de energia da: 

E = cte =^> K + U g = cte =^> 
K i+ U gi =K f+Ugf 

Pero 

Ki = 0y Ugf— 0, entonces 

Mgh^-1^ d-Mv 

Como 

v cm = R co => co = v cm /R , se reemplaza en la ecuacion 
anterior 

1/ zL 

2 cm i? 2 

Despejando v cm se obtiene: 



2 

cm 


Solucion. 

Vamos a resolver primero por las ecuaciones del 
movimiento de Newton. 

Traslacion.: 

Mg - T = Ma 

Rotacion.: 

= i CM cc 

Como: 

r 1 ,/n2 

I CM = -MR , a = — : 


E-Mv] m = Mgh 

RT = 

-Mi? 2 ) 


2 


U ) 



2 gh 


~ il + ljMR 1 

Por ejemplo, para una esfera solida uniforme de 

2 2 

momento de inercia I cm = — MR , se puede 

calcular su v cm en el punto mas bajo del piano y su 
aceleracion lineal. 


R 


= —MRa 
2 

De aqui se obtenemos: 

^ 1 w 2 
T = —Ma y a = —g 
2 3 

El yo-yo funciona segun este principio, esta 
proyectado para que a sea mucho menor que g. 

Resolviendo por conservacion de la energia 

E = K + U = 


v 2 = 

cm 


2 gh 


, , (2/S)MR- 
MR 2 


i+2 7 

5 


-My 2 


-MR 2 

f-1 

2 

2 \ 

+ 2 J 

UJ 


Como E = constante 


-Mgy 

dE 



dt 


= 0 


La aceleracion lineal se puede calcular con la 
ecuacion 

2 


V cm = V cmi + 2a cm X 


a = 

cm 


2x 


De la geometria de la figura, se tiene: h=x sen 6, 
donde x es la longitud del piano, reemplazando en 

O-cm' 

^ gxsen 6 


a = 

cm 


T 


2 x 


= — gsen^ 


dy dv 

Tambien v = — y a = — 
dt dt 

Con esto encontramos que 

2 

a =3 S 


Ejemplo 46. Estudiar el movimiento de un disco 
homogeneo de radio R y masa M, sobre el que actua 
una fuerza horizontal F aplicada un punto variable a 
lo largo de una linea vertical que pasa por el centro, 
segun se indica en la figura. Supongase el 
movimiento sobre un piano horizontal. 


Ejemplo 45. Un disco homogeneo de radio R y 
masa M tiene una cuerda enrollada alrededor, segun 
vemos en a figura. Sujetando el extremo libre de la 
cuerda a un soporte fijo, se deja caer el disco. 
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Solucion. 

En la figura vemos que la fuerza F se aplica a una 
distancia h sobre el centro. 

Suponiendo que Ff actua hacia la izquierda. 

Aplicando las leyes de Newton del movimiento: 
Traslacion 


s 

II 

cC 

1 

fe. 

(1) 

N-Mg = 0 

(2) 


Rotacion alrededor del centro de masa 

1 9 

Fh + F f R = I CM a = MR 2 a (3) 


Considerando a = — 

R 

2F — + 2F f = Ma 


R 


f 


Igualando (1) y (3a) 

F -F f = 2F — + 2F f 

f R f 

f 

1 - 2 — 


3 F f = F 

Discusion: 


V 


R 


(3a) 


h = 


R 


a) F f = 0, cuando 1 — 2 — = 0 

f R 2 

Esto quiere decir si F se aplica a RJ 2 del centro, la 
fuerza de rozamiento es cero. 


b) Si h = R 

3 F f =F 


1 - 2 *' 

Rj 


= -F => 


*>=-* 
j a 


el rozamiento es en sentido contrario al indicado y 
la ecuacion (3) se convierte en: 



-MR 2 a 

2 


=> —F = —MRa 
3 2 

4 F 

=> a = — 

3 MR 

Esto indica que el cilindro rueda hacia la derecha. 


c) Si disminuye h hasta que h = 0. 


3 F f = F 


1-2 


M 

R 


= F 


En la ecuacion (3) 

f Tj\ 

^(0)+ T 

V 3 

F 1 , 

-R = -MR 2 a 
3 2 


R — I CM cc — 


a = 


2 F 

3 MR 


-MR 2 a 

2 


F_ 

~3 


El cilindro rueda hacia la derecha. 


d) Si F se hace muy grande tal que Ff tiende a 
aumentar, tan pronto como sobrepase el valor 
maximo posible de la tuerza de rozamiento (juN), el 
disco deslizara. 

Se debe hacer una nueva hipotesis, esta vez se 
tienen tambien las ecuaciones (1), (2) y (3) pero 

cc ^ ci j R . 

Ejemplo 47. Un carrete de radio interior R x y radio 
exterior R 2 se halla sobre un suelo aspero. Se tira de 
el con una tuerza F mediante un hilo arrollado en 
torno a su cilindro interior. Se mantiene un angulo 
6 con la horizontal. Se observa que hay un angulo 
Critico 6q , tal que 6 < 0 o , el carrete rueda sin 
deslizar en el sentido del cual se tira de el, y para 
6 > 6 0 el carrete rueda sin deslizar en sentido 
contrario, ^Cual es el valor del angulo critico. 



Aplicando las leyes de Newton del movimiento; 
Traslacion: 

F cos G-F f = Ma = MaR 2 (1) 

Fsen6-Mg + N = 0 

Rotacion: 

-FfR 2 +F&1 =I C M a => 

F f R 2 =FR l -I CM a => 

F f = F — R, -FR a ( 2 ) 

r 2 R 2 

Eliminando la fuerza Fj reemplazando (2) en 

( 1 ): 
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F cos 9 - 


F^ L R l 

R 2 

Ri 


1 CM 


R 


a 


= Ma 


2 J 
1CM 


Fcosd-F^R, + ^ L a = MaR 2 

R, R, 


R 2 cos 9 — R l 2 


(mr 2 -i cm ^ 

V R 2 , 


v *2 , 


a 


a = F 


(R 2 cos 9-R { ) dco 

( mr 2 2 -/„) = lt 


F, = -Ma 
f 2 


Que sustituida 

2 F 

a) a = -, 

3 M 


en la primera da: 


a IF 

b ) a = — = -, 

R 3 MR 

1 F 

c) F f = —Ma = — 

f 2 3 


La rotacion hara que el movimiento del carrete sera 

dco 

hacia adelante cuando -> (J 

dt 

R 2 cos 0 — R\ > 0 

=> cos 9 > —- 
R 2 

dco 

El movimiento sera hacia atras cuando -< U 

dt 

R 2 cos 9 — R l < 0 

n R x 
=> cos 9 < — 

r 2 

dco 

El angulo critico es cuando -= 0 

dt 

R 2 cos 9 - R 1 =0 

* R\ 

=> cos 9 = — 

r 2 

Ejemplo 48. Un disco de masa M y radio R se 
apoya sobre un piano horizontal aspero de modo 
que puede rodar sin resbalar con su piano vertical. 
Si se tira del centro del disco con una fuerza 
horizontal constante F , determine: 

a) La aceleracion del centro de masa del disco. 

b) La aceleracion angular del disco. 

c) La fuerza de roce. 

Solucion. 



F-F f = Ma , N - Mg = 0, 


F f R = -MR 2 a = —MRa 
f 2 2 
Entonces 


Ejemplo 49. Un disco de masa My radio 2 R se 
apoya sobre un piano horizontal aspero de modo 
que puede rodar sin resbalar con su piano vertical. 
El disco tiene un resalto de radio R como se indica 
en la figura, en el cual se enrolla una cuerda que se 
tira con una fuerza horizontal constante F, 
determine: 

a) La aceleracion del centro de masa del disco. 

b) La aceleracion angular del disco. 

c) La fuerza de roce. 




Ahora F - F f = Ma , N - Mg = 0 
F f 2R + FR = ^M(2R) 2 a 


- 2MR 


a ' 


v2 Rj 

Simplificando: 

2 F f +F = Ma = F-F f 
=>F f = 0 

De donde resulta: 

F 

a) a = — 
m 


= MRa 


b) a = 


2 MR 


c) Fj- = 0 
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Ejemplo 50. Un disco de masa My radio R tiene 
enrollada una cuerda en su periferia y cae partiendo 
del reposo mientras la cuerda que se sostiene de su 
extremo se desenrolla. Determine: 

a) La aceleracion de bajada del disco. 

b) La tension de la cuerda. 



Solucion. 



Aqui Mg — T — Ma , 

TR = -MR 2 a = —MRa 
2 2 

De donde Mg - —Ma = Ma 
2 

2 

a) a =-g 

b )T = -Ma = -Mg 
2 3 

Ejemplo 51. Se da a un cilindro homogeneo de 
radio R y masa M con una velocidad horizontal v x 

y una velocidad angular CO x en sentido opuesto a 

las agujas del reloj CD X — v x R en la parte sin 
rozamiento de la superficie horizontal. Mas alia del 
punto A, cambia la superficie de manera que a la 
derecha de A el coeficiente de rozamiento es JU . 



Solucion. 

En la parte lisa el cuerpo se mueve con velocidad 
horizontal constante V 1 hacia la derecha, rotando 

con velocidad angular CO x en el sentido antihorario. 


A partir del punto A en que el piso es aspero 
deslizara primeramente sobre el piano aspero, pero 
acabara rodando sin deslizar. 

En la parte intermedia habra una aceleracion a que 
disminuye a la velocidad de v x a v 2 y una 


aceleracion angular a que disminuye a 0) x , la 
hace igual a cero y cambia su rotacion hasta que 
llega la velocidad angular a un valor tal que 

co 2 =v 2 /R. 

Aplicando las leyes de Newton en la figura 
siguiente. 



1 2 

Rotacion: - R/jN = I CM a = —MR a 


De esto obtenemos: a = —JLlg , (X — — 


2//g 

R 


La velocidad es: v = Vj + at = Vj - jUgt 
La velocidad angular es: 

v i 2 jug 

co = co, - at = —— £ - 2 -1 
R R 

Parta encontrar el tiempo en que el disco deja de 


resbalar, debe cumplirse: V = COX R 
vi = cokx Rj = -coRi 


L - fjgt) 



2/<g 

R 


\ 

t R 

J 


n 2 v, 

2vj = 3/ugt => t = — 

3 Mg 

con este valor de t 


Mg 


AZl 

v 3 jug 


\ 


La velocidad final es un tercio de la inicial 


CO 2 = VJR 



Ejemplo 52. Se lanza una bola de billar con una 
velocidad inicial v 0 sobre una mesa horizontal, 
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existiendo entre la bola y la mesa un coeficiente de 
rozamiento ju. Calcular la distancia que recorrera 
hasta que empiece a rodar sin deslizamiento. 
iQu6 velocidad tendra en ese instante? 

Aplicar para el caso v 0 = 7 m/s, ju = 0,2. 



Solucion. 

La fuerza de rozamiento fjN = gmg se opone al 
movimiento, siendo ademas la fuerza resultante, por 
lo que: 

- /umg = ma , a = -jug 

La velocidad de la bola comenzara a disminuir de 
tal modo que: 

v = v 0 -at = v 0 -jUgt. 

Al mismo tiempo, sobre la bola que inicialmente no 
rueda, (coq = 0) actua un momento de fuerza: 


e 

t = F f R = jumgR 



T 

que producira una aceleracion angular a = — 



I 


/jmgR 

2 7 

-mR 2 

5 


5 Mg 
2 R 


Por lo que la velocidad angular ira aumentando: 


co = at = 


$Mgt_ 

2 R 


La velocidad de un punto de la periferia de la esfera 
vale v p = COR , que ira aumentando con el tiempo, 
porque CO aumenta con el tiempo. 



Por tanto, observamos que la velocidad de la bola 
disminuye, y la velocidad de la periferia de la bola 
aumenta. En el momento en que la velocidad de la 
periferia se iguale a la velocidad de traslacion, se 
conseguira la rodadura, es decir el no deslizamiento, 

v = v p v = coR 


v 0 ~Mgt 


5/ugt 


t = 


2v n 


2 7 Mg 

la velocidad en ese instante es 


v = — v n =5 m/s, t - 1,02 s 

7 0 

La distancia recorrida 

1 2 

x = v 0 t--Mgt 


2 vl 


1 


7 Mg 2 

= 6,12 m. 


Mg 


f 2v \ 

jLV 0 


12Vn 


7 Mg) 49 Mg 


Ejemplo 53. Un tambor tiene un radio de 0,40 m y 
un momento de la inercia de 5,0 kg m 2 . El torque 
producido por la fuerza de friccion de los cojinetes 
de anillo del tambor es 3,0 Nm. Un anillo en un 
extremo de una cuerda se desliza en una clavija 
corta en el borde del tambor, y una cuerda de 15 m 
de longitud se enrolla sobre el tambor. El tambor 
esta inicialmente en reposo. Una fuerza constante 
se aplica al extremo libre de la cuerda hasta que la 
cuerda se desenrolla y se desliza totalmente de la 
clavija. En ese instante, la velocidad angular del 
tambor es de 12 rad/s. El tambor despues decelera y 
se detiene. 



a) ^Cual es la fuerza constante aplicada a la cuerda? 

b) ^Cual es la cantidad de movimiento angular del 
tambor en el instante en que la cuerda deja el 
tambor? 

c) ^Cual es el trabajo negativo realizado por la 
friccion? 

d) £ Que tiempo el tambor estuvo en movimiento? 
Movimiento con la cuerda? 

Solucion. 

a) 

Trabajo de la fuerza F + trabajo de la friccion 
= Energia cinetica ganada al terminarse la cuerda 

FAs + r f A0 = ~7 0 co 2 


F(15)- 3,of—j = 3(5,oXl2) 2 

v ' 7 °U 2 v A ’ 


=> F = 31,5 N 

b) 

L = / 0 ^ = (5Xl2) 

= 60 kg.m 2 /s 

c) 

Movimiento con la cuerda 
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W fl = -z f A0 = -3 


^ 15 ^ 


0,4 


= - 112,5 J 


V u ’-V 
Movimiento sin la cuerda 

=-i(5,0Xl2) 2 =-360 

Trabajo total 

W f = W fl + W f2 = -482,5 J 
d) 

Yu T 0 =I 0^ 

FR-t f I Q a => 31,5(0,4)-3,0 = 5,0a 
% _ 31,5(0,4)-3,0 _ 192 rad 


a, 


5,0 


Por otra parte 

C0 () 12 , _ _ 

co n = a y U =^> t = — =-= 6,25 s 

0 11 1 a x 1,92 

Movimiento sin la cuerda 

^ t q =I 0 a =^> -3 = 5a 2 

3 A ,rad 

=^> cr 2 == — = -0,6- 


0 = CO 0 + 6^ 2 ^ 2 


^2 _ 




= 20s 




-12 

- 0,6 

El tiempo total es 26,25 s 

Ejemplo 54. Una rueda tiene un radio de 0,40 m y 
se monta en cojinetes sin friccion. Un bloque se 
suspende de una cuerda que se enrolla en la rueda. 
La rueda se libera de reposo y el bloque desciende 
1,5 m en 2,00 segundos. La tension en la cuerda 
durante el descenso del bloque es 20 N. 

a) iC ual es la masa del bloque? 

b) /,Cual es el momento de inercia de la rueda? 



Solucion. 

a) 

7 1 2 

n = —at 

2 


_ 2 h _ 2(l,5) 


= 0,75 


m 


mg - T = ma 

T 20 


m = 


b) 

a 0,75 

a = — = - 

R 0,4 

= 1,875^ 

S 


g — a 9,8-0,75 

: 2,21 kg 


Q a => 77? = I Q a 


Y, r o =I ~ 

TR _ 20(0,4) 
a 1,875 
= 4,27 kg m 2 


^ I o ~ 


Ejemplo 55. El radio de una rueda de 3,0 
kilogramos es 6,0 centimetros. La rueda se suelta 
del reposo en el punto A en un piano inclinado 30°. 
La rueda gira sin deslizar y se mueve 2,4 m al 
punto B en 1,20s. 

a) /,Cual es el momento de inercia de la rueda? 

b) /,Cual es la aceleracion angular de la rueda? 



Solucion. 

a) I Q = 2 mR 2 = ^(3kgX0,06m) 2 

= 0,0054 kg m 2 

b) 

wtgsen30°-F / = ma F f R = I Q a 


^ F f = 


kRj 


a 


(t \ 


mgsen30° 


a = 


\R j 

mgsen30° 

TT\ 

to 

UJ 

14,7 


a = mRa 


3(9,8X0,5) 


+ mR 


0,0054 


0,06 


+ 3(0,06) 


0,27 


= 54,4 


rad 


Ejemplo 56. Una masa de 20 kg se halla sobre un 
piano inclinado 30°, con el que tiene un rozamiento 
cuyo coeficiente vale 0,3, unida a una cuerda sin 
masa e inextensible que pasa por una polea de M P = 
160 kg, cuyo radio geometrico es de 20 cm y radio 
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de giro r g = 15 cm. De dicha cuerda pende una 
masa de 40 kg que es abandonada libremente. 
Calcular: 

a) Aceleracion con que se mueve el sistema. 

b) Tensiones en la cuerda. 

c) ^En que rango de valores de la masa que pende, 
el sistema estara en equilibrio? 

Momento de inercia de la polea I p = Mr^ . 

Solucion. 

a) Partiendo de la suposicion de que la masa 
colgante acelera hacia abajo, plantearemos las tres 
ecuaciones correspondientes al movimiento de las 
tres masas: 
mfg - T 2 = m 2 a 



T 2 R - T X R = la = M p r 


a 


g R 


Sumando las tres ecuaciones siguientes 

m 0 g — T 2 - m 2 a , 

T x - /^gsen# + jum x g cos 6 = m x a 


T 2 -T x M } 


v 2 


Obtenemos: 

m 2 g - m l gsen<9 + jum { g cos 0 


= a 


m l +m 2 + M p 


(r 'l 

2 

g 


w 



m 7 -m,sen# + //m, cos 0 

a = — - 1 ~—g 

f r \ 


m l + m 2 + M P 

40-10-5,2 




60 + 160 


= 1,62 m/s 2 


15 

V 20y 


-g 


b) 

T 2 = m 2 (g -a) = 327 N, 
a = 181 N. 


T = T 
1 1 1 2 






c) El valor minimo que hace que la masa m 2 acelere 

hacia abajo se produce cuando a = 0, es 

decir: 

m 2 = m x sen# + /um x cos 6 


= 10 + 5,2 = 15,2 kg. 



m 2 (kg) 


Si la masa m 2 se hace aun menor, llegara un 
momento en que sera arrastrada por m\. Esto 
produciria una inversion en el sentido de la fuerza 
de rozamiento. El valor maximo de m 2 debera 
cumplir ahora: 

m 2 = m x sen^ + jnm x cos 6 

= 10-5,2 = 4,8 kg. 

Por tanto, entre 0 y 4,8 kg el sistema acelerara de 
modo que m 2 suba; entre 4,8 y 15,2 kg, 
permanecera en equilibrio; y para mas de 15,2 kg 
m 2 acelerara hacia abajo. 

Ejemplo 57. ^Porque una esfera que rueda se 
detiene? En esta parte vamos a tratar de explicar la 
resistencia al rodamiento. 

La figura siguiente muestra una esfera de masa My 
radio R la cual esta rodando con una velocidad 
angular co y avanza con una velocidad V = COR . 



La fuerzas que actuan sobre la esfera son el peso 
Mg la reaccion del piso Ay la fuerza de friccion 

Fj -. Si aplicamos la segunda ley de Newton a la 

traslacion. 

F f =Mg 


debe haber una aceleracion a y v decreceria. Si 
aplicamos segunda ley de Newton a la rotacion. 


RFf — I CM oc 


la aceleracion angular a depende de Ff. por 
consiguiente iyactua incrementando CO . 

En resumen: en traslacion Ff. acelera, en rotacion 
Ff. desacelera, esto aparentemente es una 
contradiccion. 

Por otra parte Mg y N estan en la linea vertical que 
por el centro de masa y no causan efecto en el 
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movimiento horizontal. 

Si la esfera y el piano son rigidos, de modo que la 
esfera este en contacto solo en un punto, tampoco 
originan alrededor del centro de masa. .porque 
actuan a traves de el 

Para resolver la Contradiccion suprimamos la 
idealizacion de que todos los cuerpos son rigidos, la 
esfera se aplana un poco y el nivel de La superficie 
se hunde Ligeramente (ver la figura a continuacion) 



La reaccion N actua delante del centro de masa, 
produciendo un torque T N = dN de resistencia al 
rodamiento. 


T N RFf — 1CM a 


a 


Como N = Mg , F f — Ma , a = — : 


R 


t n RMa — I CM 


T N — <2 


f I ^ 

CM +RM 


R 


J 


2 2 

Para una esfera: I CM = — MR 


Luego: T N = —MRa , como N = Mg 


d= T * 


1R 


Mg 5 g 



Sobre la varilla actua el peso Mg y la reaccion R. 
La velocidad angular co en este instante se puede 
encontrar aplicando la ecuacion de la energia. 

Mg± = MgFosP + F 0 co 2 


1 ? 

Como I n = — ML 2 
° 3 


Mg^ = MgFosp + ^ 


1 ^-MlAco 2 


V* 


co 2 = — (l - cos 


fi) 


f 2 sen : —1 

2 ) 


6 g P 3 g 
co =.. ——sen— = — 

U 2 L 

6 g 2 P 

= — sen 
L 2 

Aplicando la segunda Ley de Newton para 
traslacion a lo largo de la varilla. 




ma„ 


R - Mg cos P = - Mco 2 


Cuando La varilla deja de presionar R = 0, y: 

„ 2 L 

- Mg cos P = -Mco — 

2 

reemplazando el valor de CO encontrado 


Ejemplo 58. La figura muestra una varilla 
homogenea de masa My longitud L en posicion 
vertical. La cual se deja caer desde el reposo. 

a) iA que angulo 6 entre la varilla y la vertical, la 
varilla ya no presionara al piso? 

b) ^Con que coeficiente de friccion el extremo de 
La varilla no resbalara hasta este momento? 


7777777777777; 

Solucion. 

a) La figura siguiente muestra .la varilla cuando 
forma un angulo 6 con la vertical. 


6g 2 P | L 
—sen — — 
L 2 J 2 


Mg cos p = M 
Simplificando 

n , 2 P 2 P r 2 P 

cos P = 6 sen — => cos — = 5 sen — 
2 2 2 

n A 

=> tan P = — 

5 

De aquf: P = 48,2° 

b) Para que la varilla no resbale tenemos en la 
figura siguiente. 

Las componentes de R son: 

—^ yv yv 

R = Rsenp i + R cos Pj 
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La condicion para que la varilla no resbale es: 

F f > i?sen/? 

Con F f = juN y N - R cos )3 
/jR cos /3 > Rsen/3 
/U > tan /? 

El coeficiente de rozamiento del piso debe ser 
cuando menos igual a tan (3 para que llegue sin 

deslizar hasta el angulo (3. 

Para (3 = 48,2° => ju> 1,12 


CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO ANGULAR. 

Anteriormente hemos visto que: 


2, d p d L 

t =- y tambien T =- 

dt dt 

y mostramos que para un cuerpo rigido. 


T ext — ' 


dL 


total 


dt 


Si no hay torque extemo con respecto a algun eje la 
cantidad de movimiento angular sera constante con 
respecto a ese eje. 


L total = Constante 

o expresado en funcion del momento de inercia 
apropiado. 

—^ 

I co = Constante 

Esta relacion nos va a ser muy util como veremos a 
continuacion. 


Ejemplo 59. Un estudiante esta sentado sobre un 
banco giratorio montado sobre cojinetes sin friccion 
que puede girar libremente alrededor de un eje 
vertical como se muestra en la figura (a). El 
estudiante sostiene en las manos extendidas dos 
pesas. Su momento de inercia en esta posicion es I\ 

y su velocidad angular 0) l . No actuan sobre el 
torques no equilibrados y en consecuencia su 
cantidad de movimiento angular tiene que 
conservarse. 

Cuando el estudiante acerca las manos al cuerpo, su 
momento de inercia varia, figura ( b) ahora es / 2 y 

su velocidad angular sera C0 2 



I 2 (D 2 = I x co x co 2 =— co x 

1 2 

Siendo I 2 < /,, resulta C0 2 > C0 X 
Su velocidad aumenta. 


Ejemplo 60. Esta vez el mismo estudiante sentado 
sobre el mismo banco, sostiene en sus manos en 
posicion vertical al eje de rotacion de una rueda de 
bicicleta, la rueda gira alrededor de ese eje vertical 

con velocidad angular CO 0 , el estudiante y el banco 
estan en reposo (a). 

El estudiante gira el eje de la rueda en angulo 6 
con la vertical (b), como no hay torque respecto al 
eje vertical, la cantidad de movimiento angular con 
respecto al eje vertical debe conservarse. 

Lq=Iq(Oq 




Inicialmente se tiene 
L = I 0 a> 0 k 

Cuando se inclina la rueda (respecto al eje vertical) 

-> -> -> 

L — L estudiante+ banco + L rueda 
—> 

= I e co e + 1 0 co 0 COS 6 ft 
Siendo I e el momento de inercia del estudiante y 

banco respecto al eje vertical, CO e su velocidad 

angular con respecto a ese eje. 

—^ ^ 

Como L = L' 

yv yv 

I e co e + I 0 a> 0 cos 0 k = I 0 co 0 k 
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(i 


-cos 0)k 


Es la velocidad angular del estudiante con el sentido 
de giro inicial de la rueda. 

Cuando la rueda se invierte se invierte totalmente 


0 — 71 2, y: 


2/ n 


CD„ = 


CO 0 k 


Ejemplo 61. Una persona esta sentada en una silla 
giratoria manteniendo los brazos extendidos con 
una pesa en cada mano. Gira con una frecuencia de 
2 Hz. El momento de inercia de la persona con los 
pesos es de 5 kg m 2 Hallar: 

a) la nueva frecuencia cuando encoja los brazos y 
disminuya el momento de inercia a 2 kg m 2 . 

b) La variacion de energia cinetica del sistema. 

c) ^De donde procede este incremento de energia 
cinetica? 



Solucion. 

a) A1 encoger los brazos, estan actuando fuerzas y 
torques de fuerzas intemas, por lo que podemos 
admitir que se conserva la cantidad de movimiento 
angular. 

L x = L 2 => I x cd x = I 2 cd 1 


I x 

CD 2 — CD 2 5 ■ 

1 2 


27: f 2 =y-27r /,, 


f 2 =T-f .,= ^2 =5 Hz 


^ 1 _ 2 1 _ 2 L 2 L 

b) A K = —I 7 co 7 — Loo , =- 

2 2 2 2 1 1 21 2 21 , 

L = 1,(0, = 5(2^2) = 20^kg m 2 s ; 

/i_o 
U 5. 


A K = 200tt- 


= 60 n 2 J . 


El signo positivo nos indica que hay un aumento de 
energia cinetica. 

c) Este incremento de energia cinetica procede de la 
energia quimica almacenada en los musculos del 
brazo. 


Ejemplo 62. Un patinador, con los brazos 
extendidos y las piernas abiertas y con un momento 
de inercia respecto a su eje vertical de 7 kg.m 2 , 
inicia un giro sobre si mismo con una aceleracion 


de 2 rad/s 2 durante 6 segundos, momento en el cual 
encoge los brazos y acerca sus piernas al eje hasta 
tener un momento de inercia de 4 kg.m 2 . 
Determinar su velocidad de giro final. 



Solucion. 

Despues de un tiempo t de iniciar el giro, su 
velocidad angular sera: 


CDi 


’(0 


= — at 2 = — (2)(6) 2 = 36 rad/s 


al acercar brazos y piernas al eje, el torque de las 
fuerzas sigue siendo nulo, por lo que se conserva la 
cantidad de movimiento angular, I CD 

{lCD ) A ntes “ (/^Despues 


^Despues 


Antes 


CD 


Antes 


L Despues 


7 

= — 36 = 63 rad/s 
4 

Ejemplo 63. Un muchacho de 25 kg corre con 
velocidad de 2,5 m/s hacia un tiovivo en reposo de 
radio 2 m cuyo, momento de inercia vale 500 kg 
m 2 . Hallar la velocidad angular y frecuencia del 
conjunto despues de que el muchacho suba al 
tiovivo justo en el borde. 



La cantidad de movimiento angular del muchacho 
respecto al centro del tiovivo es: 

L x = mvR = (25)(2,5)(2) = 125 kg m 2 /s 
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El momento de inercia del conjunto tiovivo- 
muchacho es 
I = I m + I T = 25x2 2 + 500 
= 600 kg m 2 

Planteando la igualdad entre la cantidad de 
movimiento angular inicial y final, tendremos: 

L x = L 2 , mvR = (l m + I T )<x> 
mvR 125 
(/„+/ r ) 600 
= 0,208 rad/s 
. CO 

f = - = 0,033 Hz 

2 n 

= 1,99 r.p.m. 


Ejemplo 64. Una tomamesa con radio de 8,0 m y 
momento de inercia de 2,0 kg.m 2 . La placa 
tomamesa rota con una velocidad angular de 1,5 
rad/s sobre un eje vertical que pasa a traves de su 
centro en cojinetes sin friccion. Una bola de 0,40 
kg se lanza horizontalmente hacia el eje de la 
tomamesa con una velocidad de 3,0 m/s. La bola es 
cogida por un mecanismo con forma de tazon en el 
borde de la tomamesa. 

a) ^Cual es cantidad de movimiento angular de la 
bola alrededor del eje de la tomamesa? 

b) ^Que fraccion de energia cinetica se pierde 
durante la captura de la bola? 



a) La cantidad de movimiento angular de la bola 
alrededor del eje de la tomamesa es cero 

b) 


1 2 1 r 2 

Energia antes = —mv + —l 0 CO 


= i (0,4X3,0) 2 +i(2,0Xl,5) ! 

= 4,05 J 

1 


Energia despues = — F 0 CO } 


Para calcular esta energia necesitamos conocer 7 0 y 
co\ 


r o = I 0 +mR 2 =2,0 + (0,4X0,8) 2 

= 2,256 kg/ m 2 

Lantes = ^ despues ^O® = ^ O 03 


CO = 


r I A 

1 O 

r 

K 1 o 


CO = 


f 2,0 N 

2,256 


1,5 


= 1,33 


rad 


Reemplazando: 

Energia despues = — F 0 CO a — — (2,256)(l,33) 2 
= 2 J 

Se pierde 4,05 -2 = 2,05 

2,05 

fraccion de energia = — = 0,5 

4,05 


Ejemplo 65. Una barra rigida de masa My largo L 
gira en un piano vertical alrededor de un eje sin 
friccion que pasa por su centro. En los extremos de 
la barra se unen dos cuerpos de masas m\ y m 2 . 
Calcular la magnitud del momento angular del 
sistema cuando su rapidez angular es co y la 
aceleracion angular cuando la barra forma un 
angulo (/) con la horizontal. 



Solucion. 

El momento de inercia por el eje de rotacion del 
sistema es igual a la suma de los momentos de 
inercia de los tres componentes, con los valores de 
la tabla se obtiene: 


I = —ML 2 + m. 
12 1 

7-2 C 


L 


+ m n 




J 


m l +m 2 +- 


M 


Como el sistema gira con rapidez angular co, la 
magnitud del momento angular es: 

l 2 ( m' 

L = Ico = 


m l +m 2 +- 


\co 


Para calcular la aceleracion angular usamos la 
relacion 


r t = la 


a = —, al calcular el torque total 


en torno el eje de rotacion, se obtiene: 

L , L 
r t =m l g—cos (p-m 2 g—cos cp 

- —{m l -m 2 )gL cos cf) 
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Reemplazando en cr /os valores de / y de T t , se 
obtiene la aceleracion angular: 
r t 2 (m x - m 2 )gcos</) 

I L{m l + m 2 + M/3) 

Ejemplo 66. En la figura las masas wj y m 2 se 
conectan por una cuerda ideal que pasa por una 
polea de radio R y momento de inercia I alrededor 
de su eje. La mesa no tiene roce, calcular la 
aceleracion del sistema. 

Solucion. Primero se calcula en momento angular 
del sistema de las dos masas mas la polea: 


o 




V 

L = m.vR + m.vR +1 — 

1 2 R 

Luego se calcula el torque externo sobre el sistema, 
la unica fuerza externa que contribuye al torque 
total es m x g , entonces el torque es 

r = m x gR . 

Entonces se tiene: 


T = ■ 


dL 

dt 


m x gR = 


dt 


(wj + m 2 )vR + / 


R 


n ( \r>dv I dv 

m x gR = I m, + m 1 )R -1- 

1 V 1 2> dt R dt 

' I ' 


m l gR = 


m, +m 0 + 0 

1 2 R 2 j 


Ra 


a = 


m x g 


m x + m 2 



Ejemplo 67. Una varilla de 500 g y 75 cm de 
longitud, lleva soldada en un extremo una esfera de 
10 cm de radio y 250 g de masa. Calcular: 

a) El momento de inercia cuando gira, alrededor de 
un eje perpendicular a la varilla que pasa por el 
extremo libre. 

b) La cantidad de movimiento angular del conjunto 
si gira a 12 rpm. 

4>^> 

o 



Solucion. 


a) El momento de inercia sera la suma del momento 
de inercia de una varilla, mas el de la esfera. Como 
la esfera esta a L+R del eje, aplicamos Steiner: 

I e =^m e R 2 +mAL + Rf,I v = l -m r L 2 
I = I e +Iv 

= | m e R 2 + me {L + Rf+^m v L 2 

I = |(0,25)(0,l) 2 + (0,25X0,85) 2 + i(0,5Xo,75) 2 
= 0,27 kg.m 2 

b) L = ho = 0,27— = 0,27(2^) 

12 

= 0,54^-— = 0,345 kgm 2 / s 


Ejemplo 68. Un cilindro de 50 kg y 20 cm de radio, 
gira respecto de un eje vertical que coincide con su 
eje de simetria, debido a una fuerza constante, 
aplicada a su periferia que, despues de 40 s de 
iniciado el movimiento, alcanza 200 r.p.m. 

Calcular: 

El valor de la fuerza y el torque de la fuerza 
aplicada. 



Solucion. 

La frecuencia de rotacion adquirida vale: 

/=““ Hz 
60 

La velocidad angular: 

^ 200 20 rad 

co = 2m = 2 n -= —n - 

60 3 s 

La aceleracion angular: 

A co n rad 

a =-=- 

At 6 s 2 


Por otra parte el momento de inercia del cilindro 
vale: 


/ = ^mR 2 - 2(50X0,2) 2 = 1 kgm 2 . 
Luego el torque de la fuerza aplicada 


T = FR = la = (l)— = 0,52 Nm. 
6 

La fuerza tangencial: 

„ t 0,52 
F = — = —— = 2,6 N 
R 0,2 
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Ejemplo 69. Un anillo de masa My radio R ( I C m = 
MR 2 ), cae en rodadura pura sobre un piano 
inclinado que forma un angulo 6 con la 
horizontal. 

a) Hacer el DCL. del anillo. 

b) Hallar la aceleracion del centro de masa del 
anillo. 

c) Encontrar el valor de la friccion entre el piano 
inclinado y el anillo. 

d) ^Cual debe ser el minimo valor del coeficiente de 
rozamiento estatico entre el piano y el anillo para 
que este se encuentre en rodadura pura? 



a) El DCL. del anillo. 



b) Segunda ley de Newton para la traslacion 

MgsenO - F f = Ma 

Segunda ley de Newton para la rotacion 

la = F f R => MR 2 — = F f R => 

/ R f 


F f = Ma 

Reemplazando el valor de Ff en la primera 
ecuacion. 

Mgsen 0 - Ma = Ma =^> Mgsen# = 2 Ma 


Finalmente a = — gsen# 

c) El valor de la fuerza de friccion entre el piano 
inclinado y el anillo. 

F f = Ma = Mgsen# 

d) El minimo valor del coeficiente de rozamiento 
estatico entre el piano y el anillo para que este se 
encuentre en rodadura pura debe de cumplir 

F f = /j k N = ^ Mgsenff 


^ Fk ~ 


Mgsen# 

2Mgcos# 



Ejemplo 70. Una barra uniforme AB de masa My 


longitud £ 


f 

I CM 

V 



se sostiene de un 


extremo mediante un pivote sin friccion. La barra se 
encuentra inicialmente en reposo en forma vertical 
cuando un proyectil de masa m impacta sobre ella y 
queda incrustado instantaneamente. La velocidad 


inicial del proyectil es v 0 . Hallar: 

a) La cantidad de movimiento angular del sistema 
respecto del pivote justo antes de la colision. 


b) La velocidad angular de giro del sistema despues 
que el proyectil se incrusta en la barra. 

c) La altura maxima que alcanzara el CM de la 
barra. 

d) El trabajo del proyectil cuando se incrusta contra 
la barra. 



O 


/ 



Solucion. 

a) La cantidad de movimiento angular del sistema 
respecto del pivote justo antes de la colision. 

L antes = mV O d 

b) La velocidad angular de giro del sistema despues 
que el proyectil se incrusta en la barra. 


^ antes ^despues 


mv 0 d = ^M£ 2 co + (cod)d 



mv 0 d 

=> co- , x 

-Ml 2 +md 2 

v3 J 

c) La altura maxima que alcanzara el CM de la 
barra. 

Energia justo despues del choque 
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1 7 2 
= —In® ~ 
2 ° 


=4 = 


f t \ 

Mg — + mgd 
V 2 J 

(\ \ 

— Mi 1 + md 2 

V3 J 

Energfa cuando alcanza el punto mas alto 

( £ \ 

= - Mg — + mgd (l — cos #) 

v 2 ) 

Por conservacion de energfa: 

Energfa justo despues del choque = energfa cuando 
alcanza el punto mas alto. 

I 0 ( l ^ 

7 Mg— + mgd 


— In® 

2 ° 


J 


Mg + mgd J(l - cos 0) 

f £ \ 

Mg — + mgd cos # 


1 r 2 

— In® = 

2 ° 


cos# = 


1 T 2 
— In® 

2 ° 


( £ \ 

Mg — + mgd 

v 2 


1(1 

2 


\ 


-Ml 2 +md 2 

v3 y 


(mv 0 d) 2 


(\ \ 

-Ml 2 +md 2 
\3 


f l ^ 

Mg — + mgd 

v 2 j 

m 2 v(d 2 


2\ M — + md 


Ml 2 +md 2 g 


A «*=4- cos ^) 


d) El trabajo del proyectil cuando se incrusta contra 
la barra. 


W = AE = 



(i 2 

l ( 


= 

n MV 0 ~ 

Mg - mgd 



U 

2 J 


"l 


( l. 

4 


" I 0 ® 2 + 

- Mg mgd 

2 

I 

v ^ 

) _ 



1 , 2 

— In® 

2 ° 


Ejemplo 71. Un bloque de masa M se pega a una 
plataforma circular, a una distancia b de su centro. 
La plataforma puede rotar, sin friccion, alrededor de 

un eje vertical alrededor de su centro. Siendo I su 

momento de inercia con respecto a esta. Si un 
proyectil de masa m que se mueve con una 

velocidad horizontal v 0 , como se muestra en la 
figura, incide y queda en el bloque. Encontrar la 


velocidad angular del bloque despues del choque. 


Blooue 



Solucion. 

Cantidad de movimiento angular antes del choque 
con respecto al eje O. 


L antes = VX p = -rMV^tnO ft = ~ Tubv^ft 

Para encontrar la cantidad de movimiento angular 
despues del choque, segun la figura siguiente. 



L despues — \l p + {wi + M )& 2 ]&) 

Por conservacion de la cantidad de movimiento 
angular 


Mantes — L despues 

3 sen#^ = [l p + {m + M)b 2 \oo 


■ rmv 


co = - 


rmv 0 sen# 

[/ +(m + M)b 2 ] 


Ejemplo 72. Se tiene una plataforma circular que 
puede rotar sin friccion alrededor de un eje 
perpendicular al centro. El momento de inercia de 

la plataforma con respecto al eje es I p . Un insecto 

de masa m se coloca sobre la plataforma a una 
distancia b del eje. El sistema se hace girar con una 

velocidad angular CO 0 en el sentido horario. El 

insecto empieza a correr en una circunferencia de 
radio b alrededor del eje con una velocidad de 

magnitud constante v 0 , medida relativa a tierra. 

a) ^Cual es la cantidad de movimiento angular total 
si el insecto corre con la plataforma? 

b) ^Cual sera si corre en oposicion a la rotacion de 
la plataforma? 

c) ^Es posible que el pequeno insecto pueda detener 
la gran plataforma? ^Como? 

Solucion. 

La cantidad de movimiento angular del sistema 
antes que el insecto comience a correr es: 
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L = (i + mb 2 )&> 0 = -{i + mb 2 )co 0 k 



a) Cuando el insecto corre en el mismo sentido del 
giro con modulo de velocidad v 0 su cantidad de 
movimiento angular es: 

L ' = (i p + mb 2 )co'- mbv Q k 

Pero como la cantidad de movimiento angular es 
constante. La cantidad de movimiento angular total 
es: 

L'= L =-(i p + mb 2 )co 0 k 



b) En este caso, como en el caso anterior 

L' = L 

L' = —{l p + mb 2 )co 0 k 

c) Si es posible, tomando el caso a) 

L' = (l p + mbbco'- mbv a k 
= - (/ + mb 2 )a> 0 k 


La plataforma se detiene cuando Q)' = 0, es decir: 
- mbv 0 k = -(/ + mb 2 yo 0 k 
Esto sucede cuando 


v o = 


(l p +mb 2 ) 


mb 


En el sentido indicado en el caso a). 


Ejemplo 73. Se da a un cilindro homogeneo de 
radio R y masa M con una velocidad horizontal V, 

y una velocidad angular C0 ] en sentido opuesto a 

las agujas del reloj C0 ] = V 1 7? en la parte sin 
rozamiento de la superficie horizontal. Mas alia del 
punto A, cambia la superficie de manera que a la 
derecha de A el coeficiente de rozamiento es // . 


Resolver usando la conservacion de la cantidad de 
movimiento angular. 



Solucion. 

En la parte lisa no hay fuerza de friccion, en la parte 
aspera aparece la tuerza de friccion, cuya linea de 
accion esta en el piano. Por tanto, la cantidad de 
movimiento angular del disco respecto a un punto 
de referencia en el piano permanecera Constante 
durante todo el movimiento (por ejemplo A). 

La cantidad de movimiento antes de llegar a A. 



L = rxM Vj = I 0 a>i 

—^ ^ 

Como rx Vj = -rVjSen# & = -Rvjt, 

7 0 = —MR 2 , = 

0 2 1 1 R 

L = -MRv, k + -MRv,k = --MRvl 
1 2 1 2 1 
La cantidad de movimiento angular despues de 
pasar A y haber llegado a rodar sin deslizar. Se 

v 2 

traslada con velocidad v 9 tal que C0 0 = — . 

2 2 R 



—> —> —> —> 

L' = rxMv 2 = I 0 a> 2 

—> —> 

Como rx v 2 = -rv 2 sen# £ = -Rv 2 &, 

| -> y 

7 0 = MR 2 , a> 2 = -co 2 /c = —fc 
2 R 

L' = -MRv, k - -MRvl = - 3 MRvl 

2 2 2 2 2 
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Igualando L' = L , tenemos: 

- 3 MRvJ = - 1 MRvl 
2 2 2 1 


v 2 = 


Vi 

3 


Ejemplo 74. Un proyectil de masa m y velocidad 
v 0 se dispara contra un cilindro solido de masa My 
radio R. El cilindro esta inicialmente en reposo 
montado sobre un eje horizontal fijo que pasa por 
su centro de masa. El proyectil se mueve 
perpendicular al eje y se encuentra a una distancia 
D < R sobre el eje. Calcular la rapidez angular del 
sistema despues que el proyectil golpea al cilindro y 
queda adherido a su superficie. 

m e t ° — -f- f R 

‘ D 



Solucion. 

El momento angular del sistema se conserva, 
entonces 

L = L 4 




mVr.D = 1(0 = 


MR 2 + mR 2 \co 


CO = 


mv 0 D 


1 


MR 2 + mR z 


Ejemplo 75. Un disco de masa M y radio R gira en 
un piano horizontal en torno a un eje vertical sin 
roce. Un gato de masa m camina desde el borde del 
disco hacia el centro. Si la rapidez angular del 
sistema es coq cuando el gato esta en el borde del 
disco, calcular: 

a) la rapidez angular cuando el gato ha llegado a un 
punto a R/4 del centro, 

b) la energia rotacional inicial y final del sistema. 

Solucion. 

Llamando I d al momento de inercia del disco e I g al 
momento de inercia del gato, el momento de inercia 
total inicial y final del sistema es: 

/,. =/.+/„ = —MR 1 + MR 2 

' * 2 


1 2 

I f = —MR +m 

J O 


f R^ 


J 


a) Como no hay torques externos sobre el sistema 
en torno al eje de rotacion, se puede aplicar la 
conservacion de la cantidad de movimiento angular 

Lco : = r 


I f = 


i 




MR + mR 


(On 


1, (R^ 


In = —MR +m 




co. 


CO f 


1 MR" ■ mR 

2 


-MR 2 +m — 
2 16 

r M ' 

-1- m 

2 




M m 
vT + 16 


COn 


b) 


K, = lol = 


11 


212 


-MR 2 +mR 2 m 


U(M + 2m)R 2 co 2 


r 1,2 1 

K f - —IfCDf = — 
2 


V 2 ff 


-MR 2 +m\ R 
2 l 4 


= 1 

2 


—MR 2 + m(— 

2 U 


= 1 M+ m \[ M + 2m 
4^ 8 JvM + m/8 

— 1 ( M + 2m 


M/2 + m 
M 2 + m 16 

2 


,2 '0o 


4\M + m/S 
Como f 41 + 2m 


\(M + 2m)R 2 co l 

>1 

K M + m! 8 y 
La energia rotacional aumenta. 


Ejemplo 76. La barra horizontal de la figura tiene 
un momento de inercia respecto al eje de rotacion 
de 5xlO' 3 kg m 2 , y cada una de las bolas que pueden 
deslizar sobre ella pesan 50 g y se consideran de 
dimensiones despreciables. El conjunto esta girando 
libremente alrededor del eje 0-0’ con las bolas 
dispuestas simetricamente respecto al eje y sujetas 
por un hilo AB de 20 cm. Si se rompe el hilo 
cuando el conjunto gira a 20 rad/s, determinar la 
nueva velocidad angular cuando las bolas lleguen a 
los topes del extremo de la barra. 

UP 



Solucion. 
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Empecemos calculando el momento de inercia del 
conjunto, cuando las bolas estan separadas 20 cm. 

I\ — /barra + ^bolas = ^barra + 2 Jfl T\ — 5x10 kg 1T1 + 

0,lx0,l 2 = 6xlO" 3 kg m 2 
Cuando se alejen hasta los topes: 

— ^barra Aiolas — Atarra + 2 f}i Y^i 

= 5x1 O' 3 kg m 2 + 0,1x0,25 2 
= 11,25x1 O' 3 kg m 2 

La rotura del hilo libera fuerzas exclusivamente 
intemas, por lo que se conservara la cantidad de 
movimiento angular del sistema: 

L x — L 2 => I l 0) l = L 2 co 2 => 

h 6 ^ 

(0 1 — — CO, =- 20 = 10,67 rad / s 

2 I 2 1 11,25 

Ejemplo 77. Un disco de 2 kg de masa y 10 cm de 
radio gira alrededor de su eje a 180 r.p.m.. Encima, 
pero sin que exista contacto, se encuentra otro disco 
de 1 kg de masa, del mismo radio y en reposo. 
Cuando el disco superior se deja caer, ambos se 
mueven solidariamente. Calcular la velocidad 
angular final. 



Solucion. 

Cuando el disco superior se posa sobre el inferior, 
el torque de las fuerzas sigue siendo nulo por lo que 
se conserva la cantidad de movimiento angular, 

I CO . 

C^^) AnteS — (^^)oespues 


I x co i = (/j +I 2 )a> f => a) - — 1 


' f U/ f " CO; 

J J T T 

1 l ' 1 2 


Como el Momento de inercia de un disco es 
Vz.m.R 2 se obtiene: 


=7 


1 7 

-m,R 2 

2 


m. 


1 7 1 7 

m,R + — m 0 R 

2 2 y 


(O; = 


(m, +m 2 ) 


(O; 


En este caso particular: 


CO, 


(2 + 1 ) 


180 = 120 rpm. 


GIROSCOPOS Y TROMPOS - MOVIMIENTO 
DE PRECESION 

El giroscopo es una rueda montada en rodamientos 
sin friccion, en tal forma que la rueda tiene libertad 
de rotar en cualquier direccion con respecto al 
marco que lo sujeta. 

Para lograr esto se necesitan tres gimbalos 
(correspondientes a los tres espacios 
dimensionales). Como los rodamientos no tienen 
friccion no se ejercen torques sobre la rueda. Esto 
significa que una vez iniciado el giro, el eje de 
rotacion permanecera fijo no importando que 
movimiento se de al mareo exterior. La direccion en 
el espacio del eje no variara. 

Hasta ahora vimos el movimiento rotacional en que 
el eje de rotacion esta fijo, o tiene movimiento de 
traslacion sin cambio en su direccion. La mayoria 
de los movimientos rotacionales quedan en estas 
categories, pero en el caso de un trompo o 
giroscopo en rotacion no se cumple lo anterior. Si 
se hace girar rapidamente el rotor de este aparato y 
luego se coloca un extremo libre del eje de rotacion 
sobre un soporte fijo, como se muestra en la figura. 
El giroscopo no caera del soporte sino que se 
mantiene en posicion casi horizontal mientras que 
el eje de su rotor gira lentamente en un piano 
horizontal, esta rotacion lenta del eje se conoce 
como PRECESION. 



Veamos como se origina la precesion. 
Consideremos un giroscopo simplificado mostrado 
en la figura siguiente, un disco cilmdrico muy 
macizo de masa M y radio a que tiene libertad para 
girar sin friccion en torno a una varilla muy ligera y 
delgada, a lo largo de su eje. 



Un extremo de la varilla se apoya en A. que esta a 
una distancia i del disco. Si se mantiene la varilla 
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horizontal, y se hace girar al disco con una 
velocidad angular CO en torno a su eje y luego, se 
suelta. 

Como actuan dos unicas fuerzas el peso Mg y la 
reaccion del apoyo R , podria pensarse que el disco 


caeria. Si L {) fuera cero sucederia esto, pero el 
torque que produce Mg es: 

T = (ii )x (- Mgk ) = Mgij 

este torque produce un cambio en la cantidad de 
movimiento angular 

d L = t dt = ( Mgij)dt 

la magnitud. de este cambio es: 

dL = Mgidt 


Por otra parte: dL = L 0 d6 
De aqui Mgidt = L^dO y 


dd _ Mgi 

dt Lr, 


1 2 

Como L 0 = L 0 co = —Afa CO ; 


dO_ 

dt 


Mgi 


—Ma 2 co 

2 


2gi_ 

a 2 co 


Por consiguiente el disco no caera, en lugar de ello 
girara en el piano horizontal xy (ver la figura 
siguiente) en torno al eje vertical a traves del punto 
de apoyo A. 



La velocidad angular de esta precesion es: 
q _ dy _ t = 2gl 

dt Ico coa 2 


Ejemplo 78. Una profesora de fisica se encuentra 
sentada en una silla giratoria manteniendo en sus 
manos una rueda de bicicleta como se indica en la 
figura. El momento de inercia de la rueda respecto a 
su eje es de 0,2 kg m 2 , y el momento de inercia de 
la profesora mas la rueda respecto del eje de la silla 


es de 2,7 kg m 2 . La velocidad angular inicial de la 
rueda es de 55 rad/s en sentido antihorario. En un 
momento dado la profesora gira 180° el eje de la 
rueda pasando a girar con -55 rad/s en sentido 
contrario al anterior. Calcular: 

a) La velocidad angular adquirida por la silla y el 
sentido de giro. 

b) El trabajo realizado por la profesora. 



Solucion. 

a) Dado que no hay momentos externos sobre la 
silla giratoria podemos considerar que el momento 
angular no varia. 


A ^RUEDA ^1 ’ 


^2 ^RUEDA 


^ RUEDA ^RUEDA 

21 


( ^i)+^siLLA^2 

(— C0 { )+ / S ILLA ^2 


co 2 = 


1 RUEDA 


CO 2 = 


L 

2 ( 0 , 02 ) 

2,7 


co , 


SILLA 

55 = 8,15 rad/s 


(Positivo, por tanto en el sentido de rotacion inicial 
de la rueda) 
b) 

w = ae = e 2 -e x 

= J_ J 2 1 T (_ \ 2 _}_T 2 

^ ^ SILLA ^2 + ^ ^ RUEDA V ^1 / j' ^ R UEDA ^1 


2 


^SILLA^2 


= 89,6 J 


El trabajo es por tanto la energia adquirida por la 
silla, ya que la energia de la rueda no varia. 


Dicho trabajo, positivo, es producido por la fuerza 
muscular (interna) de la profesora. 


PREGUNTAS Y PROBLEMAS 


1. El centra de masa de una pelota de radio R , se 
mueve a una rapidez v. La pelota gira en torno a un 
eje que pasa por su centra de masa con una rapidez 
angular co. Calcule la razon entre la energia 


rotacional y la energia cinetica de traslacion. 
Considere la pelota una esfera uniforme. 

2. Un volante en la forma de un cilindro solido de 
radio i? = 0,6my masa M = 15 kg puede llevarse 
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hasta una velocidad angular de 12 rad/s en 0,6 s por 
medio de un motor que ejerce un torque constante. 
Despues de que el motor se apaga, el volante 
efectua 20 rev antes de detenerse por causa de la 
friccion (supuesta constante). ^Que porcentaje de la 
potencia generada por el motor se emplea para 
veneer la friccion? 

Respuesta. 2.8%. 

3. Un bloque de masa m\ y uno de masa m 2 se 
conectan por medio de una cuerda sin masa que 
pasa por una polea en forma de disco de radio R, 
momento de inercia / y masa M. Asi mismo, se deja 
que los bloques se muevan sobre una superficie en 
forma de cuna con un angulo 6 como muestra la 
figura. El coeficiente de friccion cinetico es ju para 
ambos bloques. Determine 

a) la aceleracion de los dos bloques y 

b) la tension en cada cuerda. 

711 } 


ml 

i 

Respuesta. 

a) (m 2 sen 0- + m 2 cos 0)g/(m\ + m 2 + M), 

b) T\ = jLimig + mid, T 2 = 7\ + VzMa. 

4. Una masa m\ y una masa m 2 estan suspendidas 
por una polea que tiene un radio R y una masa m 2 . 
La cuerda tiene un masa despreciable y hace que la 
polea gire sin deslizar y sin friccion. Las masas 
empiezan a moverse desde el reposo cuando estan 
separadas por una distancia D. Trate a la polea 
como un disco uniforme, y determine las 
velocidades de las dos masas cuando pasan una 
frente a la otra. 




-i 

I 


5. Un disco solido uniforme de radio R y masa M 
puede girar libremente sobre un pivote sin friccion 
que pasa por un punto sobre su borde. 

Si el disco se libera desde el reposo en la posicion 
mostrada por el circulo. 

a) ^Cual es la rapidez de su centro de masa cuando 
el disco alcanza la posicion indicada en el circulo 
punteado? 

b) ^Cual es la rapidez del punto mas bajo sobre el 
disco en la posicion de la circunferencia punteada? 

c) Repetir para un aro uniforme 



Respuesta. a) 2(Rg/3y\ b) 4(Rg/3y'\ c) (Rgf. 

6. Un peso de 50 N se une al extremo libre de una 
cuerda ligera enrollada alrededor de una pelota de 
0,25 m de radio y 3 kg de masa. La polea puede 
girar libremente en un piano vertical en torno al eje 
horizontal que pasa por su centro. El peso se libera 
6 m sobre el piso. 

a) calcular la tension de la cuerda, la aceleracion de 
la masa y la velocidad con la cual el peso golpea el 
piso. 

b) Calcular la rapidez con el principio de la 
conservacion de la energia. 

Respuesta. a) 11,4N, 7,6 m/s 2 , 9,5 m/s, b) 9,5 m/s. 

7. Una ligera cuerda de nylon de 4 m esta enrollada 
en un carrete cilmdrico uniforme de 0,5 m de radio 
y 1 kg de masa. El carrete esta montado sobre un 
eje sin friccion y se encuentra inicialmente en 
reposo. La cuerda se tira del carrete con una 
aceleracion constante de 2,5 m/s 2 , a) ^Cuanto 
trabajo se ha efectuado sobre el carrete cuando este 
alcanza una velocidad angular de 8 rad/s? 

b) Suponiendo que no hay la suficiente cuerda sobre 
el carrete, ^Cuanto tarda este en alcanzar esta 
velocidad angular? 

c) I'Hay suficiente cuerda sobre el carrete? 
Respuesta. a) 4 J, 1,6 s, c) si. 

8. Una barra uniforme de longitud L y masa Mgira 
alrededor de un eje horizontal sin friccion que pasa 
por uno de sus extremos. La barra se suelta desde el 
reposo en una posicion vertical. En el instante en 
que esta horizontal, encuentre 

a) su rapidez angular, 

b) la magnitud de su aceleracion angular, 

c) las componentes x e y de la aceleracion de su 
centro de masa, y 

d) las componentes de la fuerza de reaccion en el 
eje. 

Respuesta. a) (3 g/L) v \ b) 3g/2L, 

c) -(3/2 i + V 4 j)g, d) (-3/2 i + %J)Mg. 

A 


9. Los bloques mostrados en la figura estan unidos 
entre si por una polea de radio R y momento de 
inercia I. El bloque sobre la pendiente sin friccion 
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se mueve hacia arriba con una aceleracion constante 
de magnitud a. 

a) Determine las tensiones en las dos partes de la 
cuerda, 

b) encuentre el momento de inercia de polea. 



>2g 


> 2 <? 


b) m 2 R — - m x R - m 2 R - m x R— sen# 
a a 


10. Un cuerpo piano esta sometido a cuatro fuerzas 
como se indica en la figura. 

a) Hallar el modulo y direccion del torque actuante 
respecto a un eje perpendicular al piano y que pasa 
por el punto A. 

b) Respecto a un eje que pasa por el punto B. 
e) Respecto a un eje que pasa por el punto C. 

d) Determinar la fuerza equivalente y su linea de 
accion. 

e) Sustituir esta fuerza por otra que este aplicada en 
A y un par de fuerzas o cupla aplicadas en los 
puntos B y C y hallar el valor minimo de estas 
fuerzas. 


7 

lm 




B. 


8 N 








A , 









5 N 







4 N 

5^ 


Respuesta. 

a) T = 23 Nm, b) T =23 Nm, c) T =24 Nm, 


—> 

d) F = i+ j, y = x-23, 

e) F B = —(-3f+ 4/)= —F c 



12. Determinar la tension en el cable AB que 
Impide que el poste BC deslice. En la figura se ven 
los datos esenciales. La masa del poste es de 18 kg. 



13. Un hombre de 70 kg, sostiene un objeto de 31,9 
kg. Como se indica en la figura. La polea carece de 
rozamiento. La plataforma sobre la que esta situado 
el hombre esta colgada mediante dos cuerdas en A y 
otras dos en B. ual e tension de una de las 



Respuesta. 124,5 N 

14. Reemplace la fuerza de 1000 N de la figura por 
una fuerza que pasa por A y una cupla cuyas 
fuerzas actuan verticalmente a traves de B C. 


11. Un marco cuadrado de lado L. Se cuelga de un 
clavo rugoso de coeficiente de rozamiento estatico 

jU s . i A que distancia del vertice esta clavado si el 
marco esta a punto de deslizar? 
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1000 N 



Respuesta. F A — 800/ + 600 j , F B = 467 j , 
F c =-461] 


15. Un hombre de 60 kg que camina a 2 m/s 
atraviesa un tabla de 30 kg y 10 m de largo 

a) ^Cual es la fuerza sobre el soporte B en funcion d 
tiempo? 

b) Si la maxima fuerza que puede resistir B es 490 
^Cuando y donde caera al rio el hombre? 

Considerar que el peso del hombre siempre actua en 
direccion de la vertical que pasa por su centro de 
masa. 

i 


Respuesta: a) F B = (l2t + 15)9,8 N, b) t = 2,92 
s, x = 5,83 m de A. 




16. Un hombre de masa m quiere subir por una 
escalera. La escalera tiene masa M, largo L y forma 
un angulo 6 con e piso. El coeficiente de friccion 
entre la escalera y e peso es jd , mientras que la 
pared no tiene friccion. 

a)£ A que altura de la escalera puede llegar antes que 
comience a resbalar? 


b) ^Si el angulo 0 es el mayor sin que la escalera 
sola puede estar sin resbalar, cual es la altura a la 
que puede llegar el hombre? 

Respuesta. a) 


(m + M)jiiLsen0 - ^ML cos 6 


juM cos# 


b) L/2/u 


17. El disco A tiene una masa de 2 kg y un radio de 
7,5 cm, se coloca en contacto con una correa que se 
mueve con una velocidad v = 15 m/s. Sabiendo que 
el coeficiente de rozamiento entre el disco y la 
correa es 0,2, calcular tiempo necesario para que el 
disco alcance una velocidad angular constante. 



18. Si se aplica La fuerza F a una cuerda ligera 
atada a un bloque con el sistema de poleas mostrado 
en la figura. iC ual es el maximo peso que puede 
levantar? 



19. El rodillo que se ve en la figura tiene una masa 
de 339 kg ^Que fuerza F es necesaria para subir el 
rodillo sobre el bloque? 



20. La lmea de accion de una fuerza de IN esta en 
el piano xz y corta el eje z en un punto que dista 0,6 
m del origen. 

a) ^Cual es el torque respecto al eje y si el angulo 
comprendido entre la direccion de la fuerza y el eje 
z es 60°? 

b) ^Si el angulo e 180°? 

c) i Si el angulo es 330°? 

Respuesta. a) T = 0,52 N m , b) r =0 

c) T = - 0,3 N m 


21. Dos discos de masa 10 kg y radio R = 0,3 m 
cada uno estan conectados mediante una cuerda. En 
el instante mostrado en la figura, la velocidad 
angular del disco B es de 20 rad/s en sentido 
horario. Calcular cuanto sube el disco A cuando la 
velocidad angular del disco B sea de 4 rad/s. 
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Respuesta. 1,54 m 

22. Un cilindro de masa ni y radio r rueda sin 
deslizar sobre la cara interior de una superficie 
cilmdrica de radio R. Sabiendo que la esfera parte 
del raposo en la posicion indicada en la figura, 
obtener: 

a) La velocidad de la esfera al paso por B. 

b) El modulo de la reaccion normal en cada 
instante. 




25. Una esfera de 100 kg de masa y 0,6 m de 
diametro baja rodando, partiendo del reposo, por un 
piano inclinado 25°. recorriendo 30 m.. 

a) ^Cual es su energia cinetica al cabo de los 30 m? 

b) ^Cual es la velocidad de su centro de masa? 
Respuesta. a) 1268 kg m, b) 13,3 m/s 

26. Un pasajero viaja de pie en un omnibus. El 
omnibus se mueve con una velocidad de 50 km/h 
cuando el conductor aplica los frenos. El omnibus 
desacelera de modo uniforme durante una distancia 
de 15 ni hasta detenerse. iQue angulo respecto a la 
vertical debera inclinarse el pasajero para evitar su 
caida? 

Respuesta. 33,27 hacia atras. 

27. a) ^Como podria distinguirse una esfera de oro 
de otra de plata si ambas tuviesen el mismo peso, el 
mismo radio y las dos estuvieron pintadas del 
mismo color? 

b) ^Como podria distinguir un huevo duro de uno 
fresco si estuvieran juntos? 


b) ~~(j -4cos#) 

23. i A que altura sobre la mesa debe golpearse una 
bola de billar con un taco mantenido 
horizontalmente para que la bola comience su 
movimiento sin rozamiento entre ella y la mesa? 


y‘ 

F. ^ 


1 

n 


h 

l \ 

J X* 

777777771 

\lrrn 


Respuesta. 7/5 R 


24. Un cilindro homogeneo de masa m y radio R 
descansa sobre un piano horizontal. Se aplica un 
torque, segun se indica en la figura. Hallar el valor 
del coeficiente de rozamiento entre la rueda y el 
piano para que aparezca rodadura pura. 


28. Un carrete cilmdrico hueco y uniforme tiene 
radio interior R/2, radio exterior R y masa M . Esta 
montado de manera que gira sobre un eje horizontal 
fijo. Una masa m se conecta al extremo de una 
cuerda enrollada alrededor del carrete. La masa m 
desciende a partir del reposo una distancia y durante 
un tiempo t. Demuestre que el torque debido a la 
fuerza de roce entre el carrete y el eje es: 


T = R 


m 


g 


y 






29. Un cilindro de 10 kg de masa rueda sin deslizar 
sobre una superficie horizontal. 

En el instante en que se su centro de masa tiene una 
rapidez de 10 m/s, determine: 
a) la energia cinetica traslacional de su centro de 
masa, 
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b) la energia rotacional de su centra de masa, y c) 
su energia total. 

Respuesta. a) 500 J, b) 250 J, c) 750 J. 

30. Una esfera solida tiene un radio de 0,2 m y una 
masa de 150 kg. ^Cuanto trabajo se necesita para 
lograr que la esfera ruede con una rapidez angular 
de 50 rad/s sobre una superficie horizontal? 
(Suponga que la esfera parte del reposo y rueda sin 
deslizar). 

31. Un disco solido uniforme y un aro uniforme se 
colocan uno frente al otro en la parte superior de 
una pendiente de altura h. Si se sueltan ambos desde 
el reposo y ruedan sin deslizar, determine sus 
rapideces cuando alcanzan el pie de la pendiente 
iQu6 objeto llega primero a la parte inferior? 

32. Una bola de boliche tiene una masa M, radio R 
y un momento de inercia de (: 2/5)MR 2 . Si rueda por 
la pista sin deslizar a una rapidez lineal v, i Cual es 
su energia total de funcion de M y v? 

Respuesta. 0,7Mv 2 . 

33. Un anillo de 2,4 kg de masa de radio interior de 
6 cm y radio exterior de 8 cm sube rodando (sin 
deslizar) por un piano inclinado que forma un 
angulo de Q = 37° con la horizontal. En el momento 
en que el anillo ha recorrido una distancia de 2 m al 
ascender por el piano su rapidez es de 2,8 m/s. 

El anillo continua ascendiendo por el piano cierta 
distancia adicional y despues rueda hacia abajo. 
Suponiendo que el piano es lo suficientemente largo 
de manera que el anillo no ruede fuera en la parte 
superior, ^que tan arriba puede llegar? 

34. Una barra rigida ligera de longitud D gira en el 
piano xy alrededor de un pivote que pasa por el 
centra de la barra. Dos particulas de masas m x y m 2 
se conectan a sus extremos. Determine la cantidad 
de movimiento angular del sistema alrededor del 
centra de la barra en el instante en que la rapidez de 
cada particula es v. 

Respuesta. Vi( m x + m 2 )vD. 

35. Un pendulo conico consta de masa M que se 
mueve en una trayectoria circular en un piano 
horizontal. Durante el movimiento la cuerda de 
longitud L mantiene un angulo constante con la 0 
vertical. Muestre que la magnitud de la cantidad de 
movimiento angular de la masa respecto del punto 
de soporte es: 

) gM 2 L 3 sen 4 # 

V cos 0 

36. Una particula de masa m se dispara con una 
rapidez vo formando un angulo Q con la horizontal. 
Determine la cantidad de movimiento angular de la 
particula respecto del origen cuando esta se 
encuentra en: 


a) el origen, 

b) el punto mas alto de su trayectoria, 

c) justo antes de chocar con el suelo. 

mv l 2 

Respuesta. a) 0, b)- sen 6 cos 0 , 

2g 

2 mvl 2 _ . 

c)-— sen 0 cos 6 

g 

37. Un disco solido uniforme de masa M y radio R 
gira alrededor de un eje fijo perpendicular su cara. 

Si la rapidez angular es U), calcular la cantidad de 
movimiento angular del disco cuando el eje de 
rotacion 

a) pasa por su centra de masa, y 

b) pasa por un punto a la mitad entre el centra y el 
borde. 

38. Una particula de 0,4 kg de masa se une a la 
marca de 100 cm de una regia de 0,1 kg de masa. 

La regia gira sobre una mesa horizontal sin friccion 
con una velocidad angular de 4 rad/s. Calcular la 
cantidad de movimiento angular del sistema cuando 
la regia se articula en torno de un eje, 

a) perpendicular a la mesa y que pasa por la marca 
de 50 cm, 

b) perpendicular a la mesa y que pasa por la marca 
de 0 cm. 

Respuesta. a) 0,43 kgm 2 /s, b) 1,7 kgm 2 /s. 

39. Una mujer de 60 kg que esta parada en el borde 
de una mesa giratoria horizontal que tiene un 

momento de inercia de 500 kg-m2 y un radio de 2 
m. La mesa giratoria al principio esta en reposo y 
tiene libertad de girar alrededor de un eje vertical 
sin friccion que pasa por su centra. La mujer 
empieza a caminar alrededor de la orilla en sentido 
horario (cuando se observa desde arriba del sistema) 
a una rapidez constante de 1,5 m/s en relacion con 
la Tierra. 

a) ^En que direccion y con que rapidez angular gira 
la mesa giratoria 

b) ^Cuanto trabajo realiza la mujer para poner en 
movimiento la mesa giratoria? 

Respuesta. a) 0,36 rad/s, antihorario. 

40. Una barra uniforme de masa My longitud d gira 
en un piano horizontal en tomo de un eje vertical 
fijo sin friccion que pasa por su centra. Dos 
pequenas cuentas, cada una de masa m, se montan 
sobre la barra de manera tal que pueden deslizar sin 
friccion a lo largo de su longitud. Al principio las 
cuentas se fijan por medio de retenes ubicados en 
las posiciones x (donde x < d/2) a cada lado del 
centra, tiempo durante el cual el sistema gira una 
rapidez angular Q). Repentinamente, los retenes se 
quitan y las pequenas cuentas se deslizan saliendo 
de la barra. Encuentre, 

a) la rapidez angular del sistema en el instante en 
que las cuentas alcanzan los extremos de la barra, y 
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b) la rapidez angular de la barra despues de que las 
cuentan han salido de ella. 

41. Un bloque de madera de masa M que descansa 
sobre una superficie horizontal sin friccion esta 
unido a una barra rigida de longitud i y masa 
despreciable. La barra gira alrededor de un pivote 
en el otro extremo. Una bala de masa m que se 
desplaza paralela a la superficie horizontal y normal 
a la barra con rapidez v golpea el bloque y queda 
incrustada en el. 

a) ^Cual es la cantidad de movimiento angular del 
sistema bala-bloque? 

b) ^Que fraccion de la energia cinetica original se 
pierde en la colision? 

Respuesta. a) mvt, b) M/(M+m). 

42. Una cuerda se enrolla alrededor de un disco 
uniforme de radio R y masa M El disco se suelta 
desde el reposo con la cuerda vertical y su extremo 
superior amarrado a un soporte fijo. A medida que 
el disco desciende, demuestre que 

a) la tension en la cuerda es un tercio del peso del 
disco. 

b) La magnitud de la aceleracion del centro de masa 
es 2g/3, y 

c) la rapidez del centro de masa es ( 4ghl3) v \ 
Verifique su respuesta a la pregunta c) utilizando 
metodos de energia. 

43. Una pequena esfera solida de masa m y de radio 
r rueda sin deslizar a lo largo de la pista mostrada 
en la figura. Si parte del reposo en la parte superior 
de la pista a una altura h, donde h es grande 
comparada con r 

a) Cual es el valor minimo de h (en funcion de R) 
de modo que la esfera complete la trayectoria? 

b) /,Cuales son las componentes de fuerza de la 
esfera en el punto P si h = 3 R1 



44. Un proyectil de masa m se mueve a la derecha 
con rapidez v 0 . El proyectil golpea y queda fijo en 
extremo de una barra estacionaria de masa My 
longitud D que esta articulada alrededor de un eje 
sin friccion que pasa por su centro. 

a) Encuentre la rapidez angular del sistema justo 
despues de la colision. 

b) Determine la perdida fraccionaria de energia 
mecanica debida a la colision. 


45. A una bola de boliche se le da una rapidez 
inicial v G en una canal de manera tal que 
inicialmente se desliza sin rodar. El coeficiente de 
friccion entre la bola y la canal es ju. Demuestre que 
durante el tiempo en que ocurre el movimiento de 
rodamiento puro, 

a) la rapidez del centro de masa de la bola es 5vjl, 

y 

b) la distancia que recorre es 12 v 0 2 /49 jug. 
(Sugerencia: Cuando ocurre el movimiento de 
rodamiento puro, v cm = Rco. Puesto que la fuerza de 
friccion proporciona la desaceleracion, a partir de la 
segunda ley de Newton se concluye que a cm = jug.) 

46. El alambre de un carrete de masa My radio R se 
desenrolla con una fuerza constante F. Suponiendo 
que el carrete es un cilindro solido uniforme que no 
desliza, muestre que, a) la aceleracion del centro de 
masa es 4F/3M, y 

b) la fuerza de friccion es hacia la derecha y su 
magnitud es igual a FI 3. 

c) Si el cilindro parte del reposo y rueda sin 
deslizar, /,Cual es la rapidez de su centro de masa 
despues que ha rodado una distancia D1 
Respuesta. c) ( 8FD/3M) V \ 



47. Suponga un disco solido de radio R al cual se le 
da una rapidez angular co 0 alrededor de un eje que 
pasa por su centro y despues se baja hasta una 
superficie horizontal y se suelta, como en la. 
Suponga tambien que el coeficiente de friccion 
entre el disco y la superficie es ju. 

a) Calcular la rapidez angular del disco una vez que 
ocurre el rodamiento puro. 

b) Calcular la perdida fraccionaria de energia 
cinetica desde el momento en que el disco se suelta 
hasta que ocurre el rodamiento puro 

c) Muestre que el tiempo que tarda en ocurrir el 
movimiento de rodamiento puro es R coJ3 ju g. 

d) Muestre que el tiempo que recorre el disco antes 
de que ocurra el rodamiento puro es R 2 co 2 ! 18 jug. 
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48. La figura muestra un carrete de alambre que 
descansa sobre una superficie horizontal. Cuando se 
tira, no se desliza en el punto de contacto P. El 
carrete se tira en las direcciones indicadas por 
medio de los vectores F h F 2 , F 3 y F 4 . Para cada 
fuerza determine la direccion en que rueda el 
carrete. Advierta que la linea de accion de F 2 pasa 
por P. 



49. El carrete mostrado en la figura tiene un radio 
interior r y un radio externo R. El angulo Centre la 
fuerza aplicada y la horizontal puede variar. 
Demuestre que el angulo crftico para el cual el 
carrete no rueda y permanece estacionario esta dado 
por cos# = r/R. 

(Sugerencia: En el angulo crftico la linea de accion 
de la fuerza aplicada pasa por el punto de contacto.) 



50. Se tiene un carrete sobre un piano inclinado, el 
cual tiene enrollado un hilo delgado y su extremo 
libre sujeta una masa m por medio de una polea sin 
friccion y masa despreciables. Se asume que la 
masa del carrete M esta distribuida uniformemente 
en un circulo de radio R. Determinar el angulo de 
inclinacion /? al cual el centro de gravedad del 
carrete estara en reposo. 



Respuesta. j3 = sen 


1 

(M r 2 ) 

K m R 2 j 


. Estara en 


reposo solo si 


'm r 2 ^ 
K 171 R 2 V 


>1 


51. Los discos A y B son del mismo material y 
tienen el mismo espesor, pudiendo girar libemente 
alrededor de un eje vertical. El disco B se encuentra 
en reposo cuando se deja caer sobre el disco A. el 
esta girando con una velocidad angular de 400 rpm. 
Sabiendo que la masa del disco A es de 4 kg, 
calcular: 

a) La velocidad angular final de los discos. 

b) La variacion de la energia cinetica experimentada 
por el sistema. 

R a = 0,1 m, R b = 0,15 m, 



Respuesta. a) 334 rpm, .b).- 6,51 J 


52. Una bala de 3g se dispara, con una velocidad 
horizontal de 550 m/s, contra. Una varilla de 
madera AB de longitud L = 0,750 m. La varilla que 
inicialmente esta en reposo, se encuentra 
suspendida de una cuerda de longitud L = 0,750 m. 
Sabiendo que h = 0,150 m, calcular las velocidades 
de cada uno de los extremos de la varilla 
inmediatamente despues de que la bala se haya 
incrustado. 


immiumm 

cl 


It 


L 



L 


B 


Respuesta. v a = -0,566 i , v b = 6,22/ 

53. Un tablon masa M se apoya sobre un pequeno 
pivote D. Un gimnasta A de masa m esta de pie 
sobre el extremo C del tablon, un segundo gimnasta 
B de la misma masa m salta desde la altura h y cae 
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sobre el tablon en E. Suponiendo que este choque es 
perfectamente inelastico, determinar la altura que 
alcanzara el gimnasta A. (El gimnasta A permanece 
de pie completamente rigido). 



Respuesta. --— 

(2m + M/3) 


54. Un disco macizo de 1,2 kg de masa y 10 cm de 
diametro esta montado en un extremo de un eje de 
masa despreciable que esta pivotado alrededor de 
un punto a 6 cm del, centra del disco en el otro 
extremo del eje, a una distancia de 10 cm del 
pivote, se cuelga un objeto de 0,96 kg de masa. Si la 
velocidad angular de giro del disco es 37,37 rad/s. 
^Cual es la velocidad de precesion? 



Respuesta. Q = 2,1 rad/s 

55. Una rueda de bicicleta de 82 cm de diametro 
tiene una platina de acero enrollada en su parte 
exterior de modo que la masa resultante del sistema 
puede suponerse que esta situada toda ella en la 
periferia de la rueda, siendo M = 7,3 kg 
sosteniendo los dos extremos del eje con las manos 
en la posicion horizontal. El eje sobresale 15,2 cm a 
cada lado de la rueda. Mientras la rueda esta 
girando con una velocidad angular de 25,12 rad/s se 
hace girar el eje con las manos en un piano 
horizontal alrededor de su centro. Calcular el valor 
y direccion de la fuerza que debera ejercer en cada 
mano para producir una velocidad angular de 
precesion de 0,628 rad/s alrededor del centro. 
Respuesta. un par de fuerzas de 64,6 N aplicadas 
en cada extremo del eje. 
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